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Abstract
❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r ❢♦r ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧
✭▼P❆▼✮✱ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ ❛♥ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r
s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P❈❆✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❣✐♦♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ▼P❆▼ ❢r♦♠ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ✐♠✲
❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ❜② ❛ ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❆ s♣❛✲
t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
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r✐❡✉rs ❡st ❞é❝r✐t❡✳ P✉✐s✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦s ❧♦rsq✉✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳
Mots clés
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s
❜❛sé❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❢♦✐❡✱ ♠❡♠❜r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts
❚❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐❢❡ ❛❢t❡r t❤❡ P❤✳❉✳✱ ♠② ❧✐tt❧❡ s✐st❡r ♦♥❝❡ t♦❧❞ ♠❡✱ ✐♥ ❛ ✈❡r② ♣❤✐❧♦✲
s♦♣❤✐❝❛❧ ✇❛②✿ ✧❆♥②✇❛②✱ ❛❢t❡r t❤❡ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ✇❤❛t ②♦✉✬❧❧ r❡❛❧❧② r❡♠❡♠❜❡r ✇♦✉❧❞
❜❡ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ②♦✉ ✇♦r❦❡❞✧✳ ❙❤❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠♦r❡ r✐❣❤t✳ ❇✉t s♦♠❡✲
t❤✐♥❣ ■ ❦♥♦✇ ❢♦r s✉r❡✱ ✐s t❤❛t ■✬❧❧ ❛❧s♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ■ ♠❡t ❛♥❞ ❤❛❞ t❤❡
♣❧❡❛s✉r❡ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇ ❛❧❧ t❤✐s t✐♠❡✳ ▲♦ts ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠②
P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ✇❤❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ✭♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✮
❢r✐❡♥❞s❤✐♣✳ ■ r❡❛❧❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤♦s❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s
P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛❞ ✭❛♥❞ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ❤❛✈✐♥❣✮ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠② ❧✐❢❡✳
●✐r♦♥❛ ▼② P❤✳❉✳ ❥♦✉r♥❡② ❜❡❣❛♥ ✐♥ ●✐r♦♥❛✱ ❈❛t❛❧✉♥②❛ ✭❙♣❛✐♥✮ ✇❤❡r❡ ■ st❛rt❡❞ ❛
P❤✳❉✳ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❘♦❜♦t✐❝s ✐♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✺ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❛t ❞❡
●✐r♦♥❛✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❛✉♥♦② ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ■ ❞❡❝✐❞❡❞
t♦ st❛rt t❤✐s ❙♣❛♥✐s❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❛❢❛❡❧ ●❛r❝✐❛ ✇❤♦ ✇❡❧❝♦♠❡❞ ♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❱■❈❖❘❖❇ ❣r♦✉♣✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❯♥❞❡r✇❛t❡r ❱✐s✐♦♥ ▲❛❜✱ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❆r♠❛❣❛♥
❊❧✐❜♦❧ ✭❡❧ t✉r❝♦ ♣❡❧✐❣r♦s♦✮✱ ◆✉♥♦ ●r❛❝✐❛s✱ ❏♦r❞✐ ❋❡rr❡r ✭▲✐♥✉① ❧♦✈❡r✮✱ ▼❛r✐♥❛ ❑✉❞✐✲
♥♦✈❛✱ ❚✉❞♦r ◆✐❝♦s❡✈✐❝✐✱ ❘✐❝❛r❞ Pr❛❞♦s ✭✇✐♥❞♦✇s ❧♦✈❡r✮ ❛♥❞ ❏♦s❡♣ ◗✉✐♥t❛♥❛ ✭❣rà❝✐❡s
♣❡r ❧❛ t❡✈❛ ❛❥✉❞❛ ❡♥ ❡❧ ❙❆❯❈❊✬✵✻✮✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❈❛r❧❡s ▼❛t❛❜♦s❝❤ ✭❡❧ ♠❡✉
❝♦♠♣❛♥② ❞❡ ♦✜❝✐♥❛✮✳ ❚❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ ❇✐r❣✐t ▼♦ë❧❧❡r✱ ❚❤✐❡rr② ▼♦❧✐♥✐❡r✱ ❏♦♥❛t❤❛♥
❍♦r❣❛♥ ❛♥❞ ❊♠✐❧✐❡♥ ❇♦✉❧❡②✱ ✇❤♦ ✇❡r❡ ✈✐s✐t♦rs ■ ❤❛❞ t❤❡ ♣❧❡❛s✉r❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡r❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ❱■❈❖❘❖❇ ❣r♦✉♣✱ t❤❛♥❦s t♦ ❊❧✐s❛❜❡t ❇❛t❧❧❡✱ ❏♦❛♥ ❇❛t❧❧❡✱ ▼❛r❝ ❈❛rr❡r❛s✱
❊♠✐❧✐ ❍❡r♥á♥❞❡③✱ ❏♦r❞✐ ❋r❡✐①❡♥❡t✱ ❳❛✈✐❡r ▲❧❛❞ó✱ ▲ás③❧♦ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❘❛❞✉ ❖r❣❤✐❞❛♥✱
◆❛r❝✐s P❛❧♦♠❡r❛s✱ ❉❛✈✐❞ ❘✐❜❛s✱ P❡r❡ ❘✐❞❛♦✱ ❏♦❛q✉✐♠ ❙❛❧✈✐✱ ❆♥♥❛ ❇♦s❝❤✱ ❘♦❜❡rt
▼❛rtí ❛♥❞✱ ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ❆r♥❛✉ ❖❧✐✈❡r ✭❧✉ s❡❝r❡t❛r✐ ❞❡ ♣♦rr❡s✮✳
▼② ❧✐❢❡ ❛t ●✐r♦♥❛ ✇❛s ♥♦t ♦♥❧② ✇♦r❦✲❜❛s❡❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ P❤✳❉✳ ✇♦r❦✱ ■ ❧❡❛r♥t
❈❛t❛❧❛♥ ❛♥❞ ❙♣❛♥✐s❤✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❘❛q✉❡❧ ❘✐✈❡r❛ ✭❧❛ ♠❡✈❛ ♣r♦❢❡s♦r❛ ❞❡ ❝❛t❛❧❛✮
❛♥❞ ❙✉s❛♥♥❛ ❉♦♠✐♥❣✉❡③ ✭♠✐ ♣r♦❢❡s♦r❛ ❞❡ ❡s♣❛♥♦❧✮ ❢♦r t❡❛❝❤✐♥❣ ♠❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❊❧✈✐♥❛ ❈❤❛✈t❛r❛②❡✈❛ ✭❞❡❧ tà♥❞❡♠ ❧✐♥❣üíst✐❝✮✳ ❋r♦♠ t❤❡
❙♣❛♥✐s❤ ❝♦✉rs❡✱ ■✬❧❧ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ♥✐❝❡ ♠♦♠❡♥ts s♣❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ st✉❞❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②
❙✐❧✈✐❛ ❋♦rt✉③③✐ ✭❧❛ ❝❤✐❝❛ ❣✉❛♣❛✮✱ P❛✉❧ ❑♥❡♣♣❡rs ✭♠❡ ❝❛s❛ré ❝♦♥ ♠✐ ❜✐❝✐❝❧❡t❛✮ ❛♥❞
❳❛♥❞r❛ P❛♥❦r❛t③ ✭♠✐r❛❞ ♠✐ ✈✐❞❡♦✦✮ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ✇❛t❝❤ ♠♦✈✐❡s ✐♥ ❙♣❛♥✐s❤
✭❧❛ ♣❡❧í❝✉❧❛ ❡♥ ❧❛ ❝❛s❛ ❞❡ P❛✉❧✮✳ ❉✉r✐♥❣ ♠② st❛② ✐♥ ●✐r♦♥❛✱ ■ ♠❡t ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ♣❡♦♣❧❡
■✬❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣❛② tr✐❜✉t❡✱ s✉❝❤ ❛s ❆❧❜❡rt ❳✉r✐❣✉❡r❛ ✭❡❧ ♠❡✉ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡ ♣✐s✮✱ ❈❧❛✉❞✐❛
❉r❛❣♦st❡✱ P❛tr✐❝✐❛ ●❛s♣❛r✱ ❙✐❧✈❛♥❛ ❆❝✐❛r✱ ❙t❡❢❛♥✐❡ ❍❡✐♥③✱ ▲✐❞✐❛ P♦rt❛❧ ✭② ■♥❣r✐❞✮✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ❊r❛s♠✉s ♣❡♦♣❧❡✱ ❧✐❦❡ ❆✉r♦r❡ ❉✉♣✐♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥ ❘✉tt❡♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ♠② ❧✐❢❡st②❧❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥ ❝❛❧♠ ✇❛t❡rs ❜❡❝❛✉s❡ ■ ❤❛❞ ♥♦ ❣r❛♥t t♦ ❢✉♥❞
♠② P❤✳❉✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❳❡✈✐ ❈✉❢í✱ t♦ ✇❤♦♠ ■ ♦✇❡ ❛ ❣r❡❛t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣r❛t✐t✉❞❡
✭♠❛✐ ♦❜❧✐❞❛ré ❧❛ t❡✈❛ ❣r❛♥ ❛❥✉❞❛ ❡♥ ❧❛ ♠❡✈❛ r❡❝❡r❝❛ ❞❡ ❜❡q✉❡s✮✱ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r P❤✳❉✳
❢❡❧❧♦✇s❤✐♣s ✐♥ ❊✉r♦♣❡✳
✈✐✐✐
❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s ■♥ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✱ ♠② P❤✳❉✳ ❥♦✉r♥❡② t♦♦❦ ❛ ❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥✳ ■ ✇❛s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ❛ P❤✳❉✳ ❢❡❧❧♦✇s❤✐♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆s❝❧❡♣✐♦s ❚❡❛♠✱ ❛t t❤❡
■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ◆✐❝❤♦❧❛s ❆②❛❝❤❡
❢♦r ✇❡❧❝♦♠✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡❛♠ ❛♥❞ ❍❡r✈é ❉❡❧✐♥❣❡tt❡✱ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r✱ ❢♦r ❣✉✐❞✐♥❣
♠❡ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ♠② P❤✳❉✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② P❤✳❉✳ ❥✉r② ✇❤♦ ✇❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡
❈ôt❡ ❞✬❆③✉r ❢♦r ❛tt❡♥❞✐♥❣ ♠② ❞❡❢❡♥s❡✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❉❛♥✐❡❧ ❚❤❛❧♠❛♥♥✱ ♣r❡s✐❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ❥✉r②✱ ❛♥❞ t♦ ❆♥❞r❡✇ ❚♦❞❞✲P♦❦r♦♣❡❦ ❛♥❞ ▲✉❝ ❙♦❧❡r✱ ❜♦t❤ r❡✈✐❡✇❡rs✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣
s♣❡♥t t✐♠❡ t♦ r❡❛❞✱ ❝♦♠♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ♠② P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✳
❋r♦♠ t❤❡ ❆s❝❧❡♣✐♦s ❚❡❛♠✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉❛♥✐❡❧ ❇❛r❜❡❛✉ ✭▼r ▼✉s❡✮✱ ❋❧♦✲
r❡♥❝❡ ❇✐❧❧❡t ✭❥❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡r❛✐ ♣❛s ♥♦s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❛ t❤ès❡✮✱ ❇❡♥♦ît ❇❧❡✉③é
✭▼r ●❡❡❦✮✱ ▼❛r✐♥❡ ❇r❡✉✐❧❧②✱ ▼❛①✐♠❡ ❇♦✉❝❤❡r✱ ❆✉ré❧✐❡ ❈❛♥❛❧❡ ✭❛♣ér♦♦♦♦✮✱ ❖❧✐✈✐❡r
❈❧❛t③✱ ❖❧✐✈✐❡r ❈♦♠♠♦✇✐❝❦✱ ❏❡❛♥ ❈♦✉st②✱ ❏✐♠❡♥❛ ❈♦st❛✱ ❋❧♦r❡♥❝❡ ❉r✉✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡
❉✉❣❛s✲P❤♦❝✐♦♥✱ ❙t❛♥❧❡② ❉✉rr❧❡♠❛♥✱ ❘♦♠❛✐♥ ❋❡r♥❛♥❞❡③ ✭▼r ❍❛♠❛❝✮✱ P✐❡rr❡ ❋✐❧✲
❧❛r❞✱ ❱✐♥❝❡♥t ●❛r❝✐❛ ✭▼r t❤é✮✱ ❊③❡q✉✐❡❧ ●❡r❡♠✐❛ ✭♠❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❤é❜❡r❣é ❡♥
✜♥ ❞❡ t❤ès❡✮✱ P❛s❝❛❧ ●✐r❛r❞✱ ❱❧❛❞❧❡♥❛ ●♦❜✉♥♦✈❛✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❍❡❜❡rt✱ ❚♦❜✐❛s ❍❡✐♠❛♥♥
✭❙♣❛♥✐s❤✲s♣❡❛❦✐♥❣ ✸❉❆❍♠❛t❡✮✱ ❍❡✐❦❡ ❍✉❢♥❛❣❡❧✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❑♥♦♣❦❡✱ ❊♥❞❡r ❑♦♥✉❦♦❣❧✉✱
❍❛♥s ▲❛♠❡❝❦❡r✱ ❉❛♠✐❡♥ ▲❡♣✐❧❧❡r ✭♠❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ▼♦③❛rt✮✱ ❍❡r✈é
▲♦♠❜❛❡rt ✭❇r❛s✐❧✐❛♥✲❈❛♥❛❞✐❛♥ ❞✉❞❡✮✱ ❨♦♥♥✐ ▲❡✈②✱ ▼❛r❝♦ ▲♦r❡♥③✐ ✭●✉✐t❛r ❍❡r♦✮✱
●ré❣♦✐r❡ ▼❛❧❛♥❞❛✐♥ ✭❳❙ ❜❛ss✐st✮✱ ❚♦♠♠❛s♦ ▼❛♥s✐ ✭❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❞✬✐♥❢♦rt✉♥❡ ❛✉①
▼✐♥❡s✮✱ ❑r✐st✐♥ ▼❝❧❡♦❞ ✭❦❡❡♣ r♦❝❦✐♥❣ ♦♥ ❞r✉♠s✦✮✱ ❇❥♦❡r♥ ▼❡♥③❡✱ ❳❛✈✐❡r P❡♥♥❡❝✱
❊r✐❦ P❡r♥♦❞ ✭▼r ❙♦❢❛✮✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ P❡②r❛t ✭▼r ❙✉r❢✮✱ ❆❞✐t②♦ Pr❛❦♦s❛✱ ▲✐❧✐❛♥❡ ❘❛✲
♠✉s ✭♠❡r❝✐ ♣♦✉r ❝❡s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛✉ ❧❛❜♦✮✱ ❏❛t✐♥ ❘❡❧❛♥✱ ❙t❡♣❤❛♥ ❙❝❤♠✐tt✱
▼❛①✐♠❡ ❙❡r♠❡s❛♥t✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❙❝❤♠✐❞t✲❘✐❝❤❜❡r❣✱ ❙t❡❢❛♥ ❙♦♠♠❡r✱ ❏♦❤♥ ❙t❛r❦✱ ❊r✐♥
❙tr❡tt♦♥ ✭s❦✐ ♠❛t❡✮✱ ❆♥❞r❡✇ ❙✇❡❡t✱ ◆✐❝♦❧❛s ❚♦✉ss❛✐♥t ✭▼r ❈❛r❞✐♦❱✐③✸❉✮✱ ❑❡♥ ❲♦♥❣
✭❙♦✉t❤ P❛r❦ r✉❧❡s✦✮ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❨❡♦✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❙♦✉♣❧❡t✱
❙té♣❤❛♥✐❡ ▼❛r❝❤❡ss❡❛✉ ❛♥❞ ❍✉❣♦ ❚❛❧❜♦t✱ ✇❤♦ ❤❛❞ t♦ ❡♥❞✉r❡ ♠❡ ❛s ❛♥ ♦✣❝❡ ♠❛t❡✱
■s❛❜❡❧❧❡ ❙tr♦❜❛♥t✱ ❢♦r ❤❡r ❞❛✐❧② ❤❡❧♣ ✇✐t❤ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ st✉✛✱ ❛♥❞ t♦ ❙é❜❛st✐❡♥
◆♦✈❡❧❧❛s✱ ❢♦r ❤✐s ❛❞✈✐❝❡s ❛s ❛ ▼❡❞✐❝❛❧ ❉♦❝t♦r✳
■ ❤❛❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♠❡❡t ✈❡r② ♥✐❝❡ ❢♦❧❦s t❤r♦✉❣❤ ■◆❘■❆ ✭♣❡♦♣❧❡✮✳
❲❛r♠ ❣r❡❡t✐♥❣s t♦ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❆♥❞r❡✱ ❆♠é❧✐❡ ❆♥❣❧❛❞❡✱ ❊❧❡♥❛ ❇✉❦✐♥❛✱ ❳❛✈✐❡r ❈r❡✲
♠❛s❝❤✐✱ ❖❧✐✈✐❡r ❉❛✈✐❞❛✉✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ❘é♠✐ ❍❡t♠❛♥s❦✐✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❍✉tt❡r✱
❙t❡✈❡♥s ▲❡ ❇❧♦♥❞✱ ●❡♦✛r♦② ▲❡ Pr❛❞♦✱ ❇❛r❜❛r❛ ▼❛♥♥✐♥♦✱ ❘❛s♠✉s P❛✉❧s❡♥✱ ❘❛❞✉ ❙t❡✲
❢❛♥❡s❝✉ ✭❡t ▼✐♠✐✦✮ ❛♥❞ ❙❛♥❞r✐♥❡ ❱❡♥❡t✳ ❋r♦♠ ■◆❘■❆✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❲❛ss✐♠
❆❜♦✉✲❥❛♦✉❞é✱ ▼❛r❝ ❇❛rr❡t✱ ▲✉❝ ❍♦❣✐❡✱ ❉❛✈✐❞ ❘❡② ❛♥❞ ❋❛❜✐❡♥ ❱✐❛❧❡✱ ✇✐t❤ ✇❤♦♠
■ ❡♥❥♦②❡❞ ♣❧❛②✐♥❣ ❛♥❞✴♦r t❛❧❦✐♥❣ ♠✉s✐❝✱ ❙❛♣♥❛ ◆✉♥❞❧♦❧❧✱ ♠② ❢❡❧❧♦✇✲❝♦✉♥tr②✇♦♠❛♥✱
▼✐♥❤ ❉✉❝ ❍✉❛✱ ▼❛♥❞❛r ❍❛rs❤❡ ❛♥❞ P✐❡rr❡ ▼❛s❝✐✳ ❋r♦♠ ▼✐♥❡s P❛r✐s❚❡❝❤✱ ■ ❛♠
t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ▼❛r♠♦r❛t ❛♥❞ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ▼✐❝♦❧❧✐❡r ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣ ✇✐t❤ ❛❞✲
♠✐♥✐str❛t✐✈❡ st✉✛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P❤✳❉✳ ♣r♦❣r❛♠✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ P✐❡rr❡ ▼❛ss✐♣✱
✇✐t❤ ✇❤♦♠ ■ ✉s❡❞ t♦ ❛tt❡♥❞ P❤✳❉✳ ❝♦✉rs❡s✳ ❋r♦♠ ◆✐❝❡✱ ✇❛r♠ ❣r❡❡t✐♥❣s t♦ ❊❧é♦♥♦r❡
●✉❡✐t✱ ❆♥❛ ▲❛✉r❛ ❋❛❜✐❛♥♦✱ ◆✐❝♦❧❛s ▲❡❣r❛♥❞✱ ❚s❛✐ ▲✐ ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥✐❡ ❘❡♥♥❡ss♦♥✳
✐①
✸❉❆❍ ▼② P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉❆❍ ♣r♦❥❡❝t✱ ❛ ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡ ❘❡✲
s❡❛r❝❤ ❚r❛✐♥✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ♠❡❡t ❣r❡❛t ♣❡♦♣❧❡ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ♠② ❊❙❘ ❢❡❧❧♦✇s✿ ▼✐t❝❤❡❧❧❡ ❈❤❡♥✱ ■♦❛♥❛ ❈✐✉❝✐✉✱
❏♦s❡ ■❣❧❡s✐❛s✱ ▼❛r❣✐t ▼✐❦✉❧❛✱ ◆✐❡❧s ◆✐❥❞❛♠ ✭st♦♠❛❝❤ ♦♥ ❢❡❡t✮✱ ❈❛r♦❧✐♥❡ Ö❤♠❛♥✱ ❆♥✲
❞❡rs ❙❛♥❞❤♦❧♠ ❛♥❞ ❏❡r♦♠❡ ❙❝❤♠✐❞✱ t❤❡ ❊❘ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✿ ❉❛♥✐❡❧ ❊s♣✐♥♦✱
❏✐♥♠❛♥ ❑✐♠✱ ❆❣❣❡❧♦s ▲✐❛♣✐s ✭t❤❛♥❦s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞r✐♥❦s ♦✛❡r❡❞✦✮✱ ◆✐❝♦❧❛s Pr♦♥♦st ❛♥❞
❈é❞r✐❝ ❙❝❤✇❛rt③✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❝✐❡♥t✐sts ✐♥ ❝❤❛r❣❡✿ ▼❛ss✐♠✐❧✐❛♥♦ ❇❛❧❡❛♥✐ ✭♣❧❡❛s❡
❝♦♥s✐❞❡r✳✳✳✮✱ ❆♥❞r❡❛ ●✐❛❝❤❡tt✐ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❞❡ ❩❡❡ ✭❡①♣❡rt ✐♥ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ s❤❛✈✐♥❣✮✳
❚❤❛♥❦s ❢♦r t❤❡ ♥✐❝❡ ♠♦♠❡♥ts s❤❛r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ■▼❈✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❡t✐♥❣s✱ s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧
❛♥❞ ♦t❤❡r ✇♦r❦s❤♦♣s ✐♥ ❩❡r♠❛tt✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ■✬✈❡ ♠❡t ❞✉r✐♥❣ ♠②
t✇♦ st❛②s ✐♥ ●❡♥❡✈❛✿ ▲❛③❤❛r✐ ❆ss❛ss✐✱ ▼❛❤❡r ❇❡♥ ▼♦✉ss❛✱ ❙②❧✈❛✐♥ ❈❤❛❣✉é✱ ❈❛❡❝✐❧✐❛
❈❤❛r❜♦♥♥✐❡r✱ ❏♦❞② ❍❛✉s♠❛♥♥✱ ❇❛rt ❑❡✈❡❧❤❛♠ ❛♥❞ ❨❛♥✱ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ♠② ♠❛♥② ▼❘■
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✐♥ ▲♦♥❞♦♥✿ P❡t❡r ❉❡❧✲▼❛♥s♦✱ ❚r②♣❤♦♥ ▲❛♠❜r♦✉ ❛♥❞ ❋r❡❞❞② ❖❞✐❧❧❡✳
❇❡❧❣✐✉♠ ▼❛♥② t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤✳❉✳✱ ■ ❝❛♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❋❛t❤❡r❧❛♥❞ ❇❡❧❣✐✉♠✳ ❖♥❡
r❡❛s♦♥ ✇❛s ♠✉s✐❝✳ ❙♦ ✜rst✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠✉s✐❝✐❛♥s ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ■ ❤❛❞ t❤❡
♣❧❡❛s✉r❡ t♦ ♣❧❛② ♠✉s✐❝✿ ❘❛♣❤❛ë❧ ❍❛❧❜❛r❞✐❡r✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❊t✐❡✈❛♥t✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ❇❡ss❛r❞✱
▼❛rt✐♥ ❋❛✈r❡ss❡✱ ❉❛✈✐❞ ❉❡t✐❡♥♥❡ ❛♥❞ ▼✐❝❤❡❧ ▲❡s❡♥s✳ ❚❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ ♠② ❇❡❧❣✐❛♥
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♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡ss✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
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❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ s✉❝❤ ❛s ❆❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s
✭❆❙▼✮ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✹❪✳ ■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞
❜♦t❤ ♠❡❛♥ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞
✐♥ ❛ P❈❆ ❢❛s❤✐♦♥✳ ●❛❜♦r ✇❛✈❡❧❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❢❛❝❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❉❛✉❣♠❛♥ ✶✾✽✽❪✳ ❖t❤❡r ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ❛r❡ ❦◆◆✲❝❧❛ss✐✜❡r ❛♥❞ ❜♦♦st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❬▲✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡
♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❆❝t✐✈❡ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❆❆▼✮✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡✲
❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❆❙▼✱ ❛ P❈❆ ✐s ❜✉✐❧t✱ t❤♦✉❣❤ ♦♥ t❡①t✉r❡s t❤✐s
t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ ♦❢ t❡①t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦r ♠❡♠♦r② ✐ss✉❡s t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r s✐③❡✱
♦♥❧② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛r♦✉♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ❧❛♥❞♠❛r❦s✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣
❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ❬❈r✐st✐♥❛❝❝❡ ✫ ❈♦♦t❡s ✷✵✵✽❪✳
❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ P❈❆✱ ❡✳❣✳ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ s✉✛❡r
❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣♦✐♥ts ❢♦✉♥❞ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❜② t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈❡♥ ❧❡ss t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ✭❡✳❣✳ ❧✐✈❡r
✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t✉♠♦rs✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② s✉✛❡r ❢r♦♠ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✇❛② t♦♦ s♠❛❧❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤✮✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣r✐♦r✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r
❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼P❆▼✮✱ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ ❛♥ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s✱
♦r ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❣✐♦♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✭✐✳❡✳ ♦✈❡r ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤❡s✮✳
❲✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤
♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ♥♦t ❛❝r♦ss s✉❜❥❡❝ts✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ▼P❆▼ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐s
♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛② ✉s✐♥❣ ❛ ❜♦♦st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❧❧ ♠❡s❤ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡
t❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ♠❡r❣❡❞
✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼✳
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡✱ ❞✐s❝✉ss ❛♥❞ ❛ss❡ss ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤
✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛
❝❧✐♥✐❝❛❧ ✉s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ♦♥ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜
❞❛t❛s❡ts t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ t❤✉s
❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳
✶✳✷ ▼❛♥✉s❝r✐♣t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❲❡
st❛rt t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛t♦♠✲
✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❜♦♥❡s ❛♥❞ ♠✉s❝❧❡s✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜♦t❤ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣✲
r❛♣❤② ❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣✱ ❛s ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞
❛t❧❛s✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥
❤♦✇ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❞❡❢♦r♠ ✐t ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼P❆▼✮ ❛s ❛ ♥❡✇
r❡❣✐♦♥❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ✭❋❈▼✮✱
✶✳✷✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✸
❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛♥❞ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼ ✭◆❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ▼P❆▼ ❢r♦♠ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❝❧✉st❡r ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤♦✇ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤♦✇
t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❛② t♦
✜♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ❛ ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❖✈❡r❧❛♣ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
■♥❞❡① ✭❖❙■✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛♣✲
♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ✭✐✳❡✳ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✮ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜♥❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s
❛t ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤s✱ s♣❡❝tr❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
❢r♦♠ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐❝❡s✱ ❤♦✇ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❢❛s❤✐♦♥✱ ❤♦✇ t♦ ❝❧❛ss✐❢②
t❤❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t ❊▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡
❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡
❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❈❤❛♣t❡r ✻ ✉s❡s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ t❤✐rt②✲✜✈❡ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❡st
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ▼P❆▼ ✇✐t❤ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ Pr✐♦r ✭P❈❆P✮ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝r✐t❡r✐❛ ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢r♦♠ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✳ ❲❡ t❡st ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❛♥❞ st✉❞② ❤♦✇ ♠♦❞❡s ❛r❡
♠❡r❣❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❡st t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❜♦t❤ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡s❤ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❈❤❛♣t❡r ✼ ❞❡s❝r✐❜❡s t✇♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇♦r❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❍✉♠❛♥ ♣r♦❥❡❝t ✭✸❉❆❍✮✳ ■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝r❡❛t❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❞✉❝❡
✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s t♦
❝r❡❛t❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❜♦♥❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ ✇❡ t❡st ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs✳
❈❤❛♣t❡r ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s t❤❡s✐s ❜② ❧✐st✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡✳
❈❤❛♣t❡r ✷
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✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts ❤❛✈❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ t♦♣✐❝ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐✲
❝✐❛♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② tr②✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❞✲
✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❤❡❧♣ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ t❤❡✐r q✉❡st
t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡①tr❛❝t ✈✐t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s
✭❡✳❣✳ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡s✱ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ t❤❡r❛♣② ♣❧❛♥♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡
✭❡✳❣✳ st✉❞② ♦❢ ❛♥❛t♦♠② ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣②✮✳
❲❡ st❛rt t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❜♦♥❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✮
❛♥❞ ♠✉s❝❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮✳ ▲✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ▼✉❧t✐✲
♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼P❆▼✮ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦✇❡r ❧✐♠❜s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❍✉♠❛♥ ♣r♦❥❡❝t ✭✸❉❆❍✮✱ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ❜♦t❤ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮
❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ❛s ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❈♦♥t❡①t
✷✳✷ ❆♥❛t♦♠②
✷✳✷✳✶ ▲✐✈❡r
❙✐♥❝❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✱ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✈✐t❛❧ ♦r❣❛♥✳
❈♦♥st✐t✉t✐♥❣ ✷✪ ♦❢ ❜♦❞② ✇❡✐❣❤t ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✳✺ ❦❣✮✱ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st
❤✉♠❛♥ ♦r❣❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ✐ts ❞✐s♦r❞❡rs
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤❡♣❛t♦❧♦❣②✳
❚❤❡ ❧✐✈❡r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜❞♦♠❡♥✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ❛♥❞
❝❧♦s❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ st♦♠❛❝❤ ❛♥❞ ❡s♦♣❤❛❣✉s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❧❡❢t✮✳ ▼❛✐♥ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐s t❤❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❛✳ ▼❛✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠✱ t❤❡
st♦♠❛❝❤✱ t❤❡ ❣❛❧❧❜❧❛❞❞❡r ❛♥❞ t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❝❛❣❡✳
❚❤❡ ❧✐✈❡r ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ✈✐t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿
✶✳ ◆✉tr✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
❼ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❝❛r❜♦❤②❞r❛t❡ ✭❡✳❣✳ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥s✉❧✐♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r
❤♦r♠♦♥❡s✮✳
❼ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❧✐♣✐❞s ✭❡✳❣✳ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❜✐❧❡
❛❝✐❞s✮✳
❼ ❙t♦r❛❣❡ ♦❢ ❣❧②❝♦❣❡♥ ❛♥❞ ❢❛t✲s♦❧✉❜❧❡ ✈✐t❛♠✐♥s ✭❆✱ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❑✮✳
✷✳ ❇❧♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
❼ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✭❡✳❣✳ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❣✉❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✮✳
❼ ❉❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❧❞ r❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❜❛❝t❡r✐❛ ✐♥
t❤❡ ❜❧♦♦❞✳
❼ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❧✐r✉❜✐♥ ✭t♦①✐❝✮ ✐♥t♦ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❜✐❧✐r✉❜✐♥ ✭♥♦t t♦①✐❝✮✳
✸✳ ❆♥t✐t♦①✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
❼ ❉❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t♦①✐♥s ❛♥❞ ♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ❞r✉❣s✳
❼ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♠♠♦♥✐❛ ✐♥t♦ ✉r❡❛✳
❚❤❡ ❧✐✈❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧✐✈❡r ❝❡❧❧s ❦♥♦✇♥ ❛s ❤❡♣❛t♦❝②t❡s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❜❛②s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐s t❤❡ ❤❡♣❛t✐❝ ❧♦❜✉❧❡✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s
✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛r❡ ♠♦st❧② ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✉❛❧ ❜❧♦♦❞ s✉♣♣❧② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
❜♦t❤ t❤❡ ❤❡♣❛t✐❝ ♣♦rt❛❧ ✈❡✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡♣❛t✐❝ ❛rt❡r② ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢
❝❛♣✐❧❧❛r✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❤❡♣❛t✐❝ ❛rt❡r② ❜r✐♥❣s ♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❤❡♣❛t✐❝ ♣♦rt❛❧ ✈❡✐♥ ❜r✐♥❣s ♥✉tr✐❡♥t✲r✐❝❤ ❜❧♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧✐♠❡♥t❛r② tr❛❝t✳ ▼♦st ♦❢
❧✐✈❡r ❝❡❧❧s ❛r❡ ❤❡♣❛t♦❝②t❡s ✭✐✳❡✳ ≃ ✽✵✪✮✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❝❡❧❧ s✉❝❤ ❛s ❜✐❧❡
❞✉❝t ❝❡❧❧s✱ ❡♥❞♦t❤❡❧✐❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❤❡♣❛t✐❝ st❡❧❧❛t❡ ❝❡❧❧s✳
✷✳✷✳ ❆♥❛t♦♠② ✼
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▲✐✈❡r ❛♥❛t♦♠②✿ ✭❛✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦r❣❛♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❝❛❣❡ ✭❙♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s✇❡❡t❛❞❞✐t✐♦♥s✳♥❡t✴❤❡❛❧t❤✴
❢✉♥❝t✐♦♥✲♦❢✲t❤❡✲❧✐✈❡r✲✐♥✲❞✐❣❡st✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r✐♦r s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ❧✐✈❡r ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ●r❛②✬s ❆♥❛t♦♠② ✭❙♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✐❦✐♠❞✳♦r❣✴✐♥❞❡①✳
♣❤♣✴❚❤❡❴▲✐✈❡r✮✳
❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦r❣❛♥ ❛❜❧❡ t♦ r❡❣❡♥❡r❛t❡✱ t❤❡ ❧✐✈❡r ♠❛② ❜❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❡❞
❢r♦♠ ❛ ❧✐✈❡r✬s ♣♦rt✐♦♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s✱ ❛ ❞❛♠❛❣❡❞ ❧✐✈❡r r❡❣❡♥❡r❛t❡s ✐ts❡❧❢ s♣♦♥t❛✲
♥❡♦✉s❧②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❧✐✈❡r ♠❛② ❜❡ s✉r❣✐❝❛❧❧② r❡♣❧❛❝❡❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❧✐✈❡r ♠❛② ❝♦♠❡ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛ ♣❡rs♦♥ ✐♥ ❛ st❛t❡ ♦❢ ❜r❛✐♥ ❞❡❛t❤✱ ♦r ❢r♦♠ ❛ ❧✐✈✐♥❣
❞♦♥♦r✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ❧✐✈❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♣❧❛♥t❡❞
t♦ t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❊❛❝❤ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r r❡❣❡♥❡r❛t❡s t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♦rt❤♦t♦♣✐❝ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐✈❡r
✐s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♥♦r ♦r❣❛♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛t♦♠✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐✈❡r✳
❉✉❡ t♦ ✐ts str❛t❡❣✐❝ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐s
♣r♦♥❡ t♦ ♠❛♥② ❞✐s❡❛s❡s✿
❼ Pr✐♠❛r② ❧✐✈❡r ❝❛♥❝❡r ✭❡✳❣✳ ❤❡♣❛t♦❝❡❧❧✉❧❛r ❝❛r❝✐♥♦♠❛ ❛♥❞ ❛♥❣✐♦s❛r❝♦♠❛✮✳
❼ ❙❡❝♦♥❞❛r② ♥❡♦♣❧❛s♠s ✭✐✳❡✳ s❡❝♦♥❞❛r② ❧✐✈❡r ♠❡t❛st❛s❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r✐♠❛r②
❝❛♥❝❡rs s✉❝❤ ❛s ❝❛r❝✐♥♦♠❛✱ ❡♥❞♦❝r✐♥❡ ❝❛♥❝❡r ❛♥❞ ♠❡❧❛♥♦♠❛✮✳
❼ ❇❡♥✐❣♥ ❧✐✈❡r t✉♠♦rs ✭❡✳❣✳ ❤❡♠❛♥❣✐♦♠❛ ❛♥❞ ❛❞❡♥♦♠❛✮✳
❖t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ ❧✐✈❡r ❞✐s❡❛s❡s ❛r❡ ❝✐rr❤♦s✐s✱ ❤❛❡♠♦❝❤r♦♠❛t♦s✐s✱ ❜♦t❤ ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ ❛♥❞
✈✐r❛❧ ❤❡♣❛t✐t✐s✱ ❲✐❧s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ st❡❛t♦s✐s✳
❆ ❜❧♦♦❞ t❡st ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ t❤❡ ❧✐✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡st
♠❛② ❡❛s✐❧② ♣✐♥♣♦✐♥t t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❧✐✈❡r ❞❛♠❛❣❡✳ ❙❤♦✉❧❞ ❛♥ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❜❡ s✉s♣❡❝t❡❞✱
♦t❤❡r s❡r♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡sts ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡✳ P❤②s✐❝❛❧ ❡①❛♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤♦✉❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠❛② ♦♥❧② r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡♥❞❡r♥❡ss ♦r ❝❤❡❝❦ t❤❡
❧✐✈❡r s✐③❡✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❧✐✈❡r ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥
✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❈♦♥t❡①t
t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ r❛❞✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞②✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♦r ❛ ❈❚ s❝❛♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✱
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❖t❤❡r t②♣✐❝❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡r ❛r❡ ▼❘■ ❛♥❞
P❊❚✳
✷✳✷✳✷ ▲♦✇❡r ❧✐♠❜s
■♥ ❤✉♠❛♥ ❛♥❛t♦♠②✱ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✉♣♣❡r ❧✐♠❜s ✭✐✳❡✳ ❛r♠s ❛♥❞ ❢♦r❡❛r♠s✮✱
❣✐✈❡ ❤✉♠❛♥s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ st❛♥❞ ✉♣ ❛♥❞ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❍✉♠❛♥
♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ s②st❡♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❜♦t❤ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❧✐♠❜s✳
▲♦✇❡r ❧✐♠❜s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐① ♣❛rts✿
✶✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❣❧✉t❡❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❧✈✐s ❛♥❞ t❤✐❣❤✳
✷✳ ❚❤❡ ❢❡♠♦r❛❧ ♣❛rt ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ t❤✐❣❤✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐♣ ❛♥❞ ❦♥❡❡✳
✸✳ ❚❤❡ ❦♥❡❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧❡❣✳
✹✳ ❚❤❡ ❝r✉r❛❧ r❡❣✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❧❡❣✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❦♥❡❡ ❛♥❞ ❛♥❦❧❡✳
✺✳ ❚❤❡ ❛♥❦❧❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦♦t ❛♥❞ ❧❡❣✳
✻✳ ❚❤❡ ❢♦♦t✳
❚❤❡ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ s②st❡♠ r✐❣✐❞✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s
str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❍✉♠❛♥ s❦❡❧❡t♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❜♦♥❡s ✭s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✮ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❜♦♥❡s ✇✐t❤ ❥♦✐♥ts ✭❡✳❣✳ ❦♥❡❡ ❛♥❞ ❤✐♣✮✳ ▼✉s❝❧❡s ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♠♦t✐♦♥✱ ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ s❦❡❧❡✲
t♦♥ ❜② t❡♥❞♦♥s✳ ❇♦♥❡s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❧✐❣❛♠❡♥ts✱ t❡♥❞♦♥s✱ ♠✉s❝❧❡s
❛♥❞ ❝❛rt✐❧❛❣❡✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ s❦✐♥ ♦✛❡rs ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭❡✳❣✳ s❡♥s❛t✐♦♥✱ r❡❣✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ st♦r❛❣❡✮✳
✷✳✷✳✷✳✶ ❇♦♥❡s
❚❤❡ ♠❛✐♥ r♦❧❡s ♦❢ ❜♦♥❡s ❛r❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❜♦❞② str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
♦r❣❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉s❝❧❡s ✭s❡❡ ♠❛✐♥ ❧♦✇❡r
❧✐♠❜ ❜♦♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❧❡❢t✮✳ ❇♦♥❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✱
t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ♠✐♥❡r❛❧s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t♦①✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ❜② ✜①✐♥❣ ❛♥❞ st♦r✐♥❣ ❤❡❛✈② ♠❡t❛❧s ✭❡✳❣✳
❧❡❛❞✮✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✱ ❜♦♥❡s ❛r❡ ❧✐❣❤t✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st✳
❇♦♥❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② s♦❧✐❞ ✭✐✳❡✳ ✾✺✪ s♦❧✐❞ t✐ss✉❡ ❛♥❞ ✺✪ ✇❛t❡r✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ♣❛rt
✐s ✻✺✪ ♠✐♥❡r❛❧ ✭✐✳❡✳ ♠❛✐♥❧② ❝❛❧❝✐✉♠ ❡♥s✉r✐♥❣ ❜♦♥❡ r✐❣✐❞✐t②✮ ❛♥❞ ✸✺✪ ♦r❣❛♥✐❝ ✭✐✳❡✳
♠❛✐♥❧② ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡rs ❡♥s✉r✐♥❣ ❜♦♥❡ str✉❝t✉r❡✮✳
■♥ ❛♥❛t♦♠②✱ ✜✈❡ t②♣❡s ♦❢ ❜♦♥❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
✷✳✷✳ ❆♥❛t♦♠② ✾
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ▲♦✇❡r ❧✐♠❜ ❛♥❛t♦♠②✿ ✭❛✮ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛✐♥ ❜♦♥❡s ✭❙♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳
t♣✉❜✳❝♦♠✴❝♦♥t❡♥t✴❛r♠②♠❡❞✐❝❛❧✴▼❉✵✵✶✵✴▼❉✵✵✶✵✵✵✷✼✳❤t♠✮✱ ✭❜✮ ❛♥t❡r✐♦r ❛♥❞ ✭❝✮
♣♦st❡r✐♦r ✈✐❡✇s ❞❡t❛✐❧✐♥❣ s♦♠❡ ♠✉s❝❧❡s ✭❙♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴
❍✉♠❛♥❴♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧❴s②st❡♠✮✳
✶✳ ▲♦♥❣ ❜♦♥❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐♠❜s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝✉r✈❡❞ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛✈✐t② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♠❛rr♦✇ ✭❡✳❣✳ ❢❡♠✉r ❛♥❞ t✐❜✐❛✮✳
✷✳ ❙❤♦rt ❜♦♥❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss t♦ t❤❡
s❦❡❧❡t♦♥ ✭❡✳❣✳ ❝❛r♣✉s ❛♥❞ t❛rs✉s✮✳
✸✳ ❋❧❛t ❜♦♥❡s✿ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❧❛r❣❡ s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ♠✉s❝❧❡ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ✭❡✳❣✳ ♣❡❧✈✐s ❛♥❞
s❦✉❧❧ ❜♦♥❡s✮✳
✹✳ ❙❡s❛♠♦✐❞ ❜♦♥❡s✿ t❤❡② ❛r❡ s♠❛❧❧ ❜♦♥❡s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t❡♥❞♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r r♦❧❡
❝♦♥s✐sts ✐♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✴❢r✐❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ♣❛t❡❧❧❛✮✳
✺✳ ■rr❡❣✉❧❛r ❜♦♥❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ♥♦♥✲❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❜♦♥❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✉♥✉s✉❛❧ s❤❛♣❡
✭❡✳❣✳ ❝♦❝❝②① ❛♥❞ ♠❛♥❞✐❜❧❡✮✳
❇♦♥❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ t✐ss✉❡ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦♥❣ ❜♦♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❧❡❢t✮✿
✶✳ ❈♦♠♣❛❝t✱ ♦r ❝♦rt✐❝❛❧✱ t✐ss✉❡✿ t❤❡ ❤❛r❞❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r t✐ss✉❡ ♦❢ ❜♦♥❡s✳
✷✳ ❈❛♥❝❡❧❧♦✉s✱ ♦r tr❛❜❡❝✉❧❛r✱ t✐ss✉❡ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣♦♥❣✐♦✉s ❜♦♥❡✮✿ t❤❡ s♣♦♥❣❡✲
❧✐❦❡ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s t✐ss✉❡ ✐♥s✐❞❡ ❜♦♥❡s✳
✸✳ ❙✉❜❝❤♦♥❞r❛❧ t✐ss✉❡✿ ❛ s♠♦♦t❤ t✐ss✉❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❝❛rt✐❧❛❣❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞s ♦❢
❜♦♥❡s✳
▼❛♥② ❞✐s♦r❞❡rs ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐s ♦st❡♦♣♦r♦✲
s✐s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❜♦♥❡ ❞✐s❡❛s❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐s❦ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡✳ ■♥
♦st❡♦♣♦r♦s✐s✱ t❤❡ ❜♦♥❡ ♠✐♥❡r❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ❜♦♥❡ ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❞✐s✲
r✉♣t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♥♦♥✲❝♦❧❧❛❣❡♥♦✉s ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ ❜♦♥❡ ✐s ❛❧t❡r❡❞✳
❚❤❡ ❜❡st ✇❛②s ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ♦st❡♦♣♦r♦s✐s ❝♦♥s✐st ✐♥ ❧✐❢❡st②❧❡ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛t✐♦♥✳
✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❈♦♥t❡①t
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❋♦❝✉s ♦♥ ♠❛✐♥ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✭❛✮ ❧♦♥❣ ❜♦♥❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ♠✉s❝❧❡s ✭❙♦✉r❝❡✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t❡❛❝❤♣❡✳❝♦♠✴❛♥❛t♦♠②✮✳
Pr❡✈❡♥t✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♦r s✉s♣❡❝t❡❞ ♦st❡♦♣♦r♦s✐s t♦ ❢❛❧❧ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
✇❛② t♦ ♣r❡✈❡♥t ❢r❛❝t✉r❡s✳ ❖st❡♦♣♦r♦s✐s ♠❛② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜✐s♣❤♦s♣❤♦♥❛t❡s ❛♥❞
✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ♠❡❞✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❈❚ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ❛♥❞
❳✲r❛② s❝❛♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦t❤ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜♦♥❡ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r t✐ss✉❡s✳
✷✳✷✳✷✳✷ ▼✉s❝❧❡s
▼✉s❝❧❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ t✐ss✉❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❜♦❞②
♣❛rts ✭✐✳❡✳ s❦❡❧❡t❛❧ ♠✉s❝❧❡✮ ❛♥❞ s✉❜st❛♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ✭✐✳❡✳ s♠♦♦t❤ ♦r ❝❛r❞✐❛❝
♠✉s❝❧❡✮✳ ❙♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❝❛r❞✐❛❝ ♠✉s❝❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s❝✐♦✉s t❤♦✉❣❤t
❛♥❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s✉r✈✐✈❛❧ ✭❡✳❣✳ ♣❡r✐st❛❧s✐s t❤❛t ♣✉s❤❡s ❢♦♦❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❣❡st✐✈❡
s②st❡♠✮✳ ❱♦❧✉♥t❛r② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t❛❧ ♠✉s❝❧❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ✜♥❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✭❡✳❣✳ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡②❡✮✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ st✉❞②✐♥❣
♠✉s❝❧❡s ✐s ♠②♦❧♦❣②✱ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s❦❡❧❡t❛❧ ♠✉s❝❧❡✳
❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✻✹✵ ♠✉s❝❧❡s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♠✉s❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❢r♦♠ ✹✵ t♦ ✹✺✪ ♦❢ t❤❡ ❞r② ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❜♦❞②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦❞② ♠❛ss ✐♥ ♥♦♥✲♦❜❡s❡ ❛❞✉❧ts✳ ▼✉s❝❧❡s ❛r❡
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❡♥❞♦♥s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ ❡①❡rt ❢♦r❝❡s ♦♥ ❜♦♥❡s ✭s❡❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ♠✉s❝❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✮✳ ❚❡♥❞♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥ts ♠❛② ❜❡
✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡✐r s✐t❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❜♦♥❡ s❤❛♣❡✳ ❙❦❡❧❡t❛❧ ♠✉s❝❧❡s ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡
t✇♦ ❛tt❛❝❤♠❡♥t s✐t❡s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♠❛ss ❝❡♥t❡r✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ s✐t❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ r✐❣❤t✮✱
♠✉s❝❧❡s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r❝❡s ❛t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❞✉❡ t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✈❡♥ts✳
▼✉s❝❧❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❤❛♣❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤r❡❡✿
✶✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ ♠✉s❝❧❡ s♣✐♥❞❧❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ♠✉s❝❧❡s ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳
❚❤❡✐r ❜♦❞✐❡s ❛r❡ s✇♦❧❧❡♥ ❛♥❞ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ str♦♥❣ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ t❡♥❞♦♥s t❤❛t ❛tt❛❝❤
t❤❡♠ t♦ ❜♦♥❡s✳ ❙♦♠❡ ♠✉s❝❧❡s ❤❛✈❡ ✷✱ ✸ ♦r ✹ t❡♥❞♦♥s ❛t t❤❡✐r ❡①tr❡♠✐t✐❡s ✭❡✳❣✳
❜✐❝❡♣s✱ tr✐❝❡♣s ❛♥❞ q✉❛❞r✐❝❡♣s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳
✷✳✸✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✶✶
✷✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞ ❛♥❞ ✢❛t ♠✉s❝❧❡s✿ t❤❡✐r s❤❛♣❡ ✐s ❡✐t❤❡r ✢❛t✱ ❜❧❛❞❡ ♦r r✐❜❜♦♥✳ ❙♣r❡❛❞
❧✐❦❡ ❛ ❢❛♥ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② t❡♥❞♦♥✱ t❤❡② ❛tt❛❝❤ t♦ ❜♦♥❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ t❡♥❞✐♥♦✉s
❜❧❛❞❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♣♦♥❡✉r♦s✐s✳ ❚❤❡② ❢♦r♠ t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❜♦❞② ✭❡✳❣✳ ♣❡❝t♦r❛❧✐s ♠❛❥♦r ♠✉s❝❧❡ ❛♥❞ ❞✐❛♣❤r❛❣♠✮✳
✸✳ ❚❤❡ s❤♦rt ♠✉s❝❧❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
♦r❜✐❝✉❧❛r✐s ♦❝✉❧✐ ♠✉s❝❧❡s ❛r❡ ❛♥♥✉❧❛r ♠✉s❝❧❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛ ❤♦❧❧♦✇ ♦r❣❛♥✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s♣❤✐♥❝t❡rs ❛♥❞ ♦♣❡♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡✳
▼✉s❝❧❡ ❞✐s❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❛✐r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠✉s❝❧❡s ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ✈✐❛ ✐♥✲
tr✐♥s✐❝ ♠✉s❝❧❡ ♣❛t❤♦❧♦❣② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✈✐❛ ♥❡r✈❡ ♣❛t❤♦❧♦❣②✱ ❛r❡ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✿
❼ ▼②♦♣❛t❤✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❧❧ ❞✐s❡❛s❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✉s❝❧❡ ✐ts❡❧❢✱ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ✐ts ♥❡r✈♦✉s ❝♦♥tr♦❧✳
❼ ▼✉s❝✉❧❛r ❞②str♦♣❤✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡s✱ ♠♦st❧② ✐♥❤❡r✐t❡❞✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ♠✉s❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t② ✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❧♦ss ♦❢ str❡♥❣t❤✱
❛ ❤✐❣❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ ❛ s❤♦rt❡♥❡❞ ❧✐❢❡✳
❼ ▼✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ✐♥✢❛♠♠❛t♦r② ❞✐s❡❛s❡s ✭❡✳❣✳ ♣♦❧②♠②❛❧❣✐❛ r❤❡✉♠❛t✐❝❛✱ ♣♦❧②♠②♦s✐✲
t✐s ❛♥❞ ❞❡r♠❛t♦♠②♦s✐t✐s✮✳
❼ ▼✉s❝❧❡ t✉♠♦rs s✉❝❤ ❛s ❧❡✐♦♠②♦♠❛ ✭♦r ❧✐♦♠②♦♠❡✮ ♦♥ s♠♦♦t❤ ♠✉s❝❧❡s✱ ❤❛❜✲
❞♦♠②♦♠❛ ❛♥❞ r❤❛❜❞♦♠②♦s❛r❝♦♠❛ ♦♥ str✐❛t❡❞ ♠✉s❝❧❡s✱ ❛♥❞ ♠❡t❛st❛s❡s ❢r♦♠
❛♥♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❧✉♥❣ ❝❛♥❝❡r✮✳
❼ ❖t❤❡r ❞✐s❡❛s❡s s✉❝❤ ❛s t❡t❛♥✉s✱ ❜♦t✉❧✐s♠✱ r❤❛❜❞♦♠②♦❧②s✐s✱ ♠②❛st❤❡♥✐❛ ❣r❛✈✐s
❛♥❞ ▲❛♠❜❡rt✲❊❛t♦♥ ♠②❛st❤❡♥✐❝ s②♥❞r♦♠❡✳
❙②♠♣t♦♠s ♦❢ ♠✉s❝❧❡ ❞✐s❡❛s❡s ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ✇❡❛❦♥❡ss✱ s♣❛st✐❝✐t②✱ ♠②♦❝❧♦♥✉s ❛♥❞
♠②❛❧❣✐❛✳ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ♠❛② r❡✈❡❛❧ ♠✉s❝✉❧❛r ❞✐s♦r❞❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ t❡st✐♥❣
❝r❡❛t✐♥❡ ❦✐♥❛s❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠②♦❣r❛♣❤②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ♠✉s❝❧❡s ✭s❡❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✮✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱
❛ ♠✉s❝❧❡ ❜✐♦♣s② ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠②♦♣❛t❤②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❡♥❡t✐❝ t❡st✐♥❣ t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❉◆❆ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♠②♦♣❛t❤✐❡s ❛♥❞ ❞②str♦♣❤✐❡s✳ ■♥
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ▼❘■ ✐s t❤❡ ❜❡st t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ♠✉s❝❧❡s✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢♦r s♦❢t t✐ss✉❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❉❚✲▼❘■ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦
st✉❞② t❤❡ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉s❝❧❡s✳
✷✳✸ ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣
✷✳✸✳✶ ❇r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛♥❞ r❡st♦r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠✲
❡♥❛ ✭❡✳❣✳ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✇❛✈❡s r❡✢❡❝t✐♦♥✱ r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ①✲r❛②
❛❜s♦r♣t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ r❛❞✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❈♦♥t❡①t
❜♦t❤ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ✐♥❞✉str②✱ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ❛r❝❤❡♦❧♦❣②✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛
❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠❛t ✭❉■❈❖▼ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❢♦r♠❛t ✉s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✮✳
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥✿
❼ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✳
❼ ❛ ♠♦✈✐❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✭❡✳❣✳ ❤❡❛rt✮✳
❼ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❣✐st❡rs s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡
✭❡✳❣✳ ❤❡❛rt ♦✉t❧✐♥❡s ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ts ✇❛❧❧s✮✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ♦r❣❛♥ ❛♥❛t♦♠② ✭❡✳❣✳ s✐③❡✱ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❥✉r② s❤❛♣❡✮ ♦r t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥
✭❡✳❣✳ ♣❤②s✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t str✉❝t✉r❛❧
✐♠❛❣✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✳
❍❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿
✶✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣
❼ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❳✲r❛②s ✭❡✳❣✳ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦✲
♠♦❣r❛♣❤②✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ♦r ♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭❡✳❣✳ ▼❛❣♥❡t✐❝
❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳
❼ ❯❧tr❛s♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❡✳❣✳ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s♦♥♦❣r❛♣❤②✮✳
❼ ❖♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✭❡✳❣✳ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♥❞ ❜❛❧✲
❧✐st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s✮✳
✷✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣
❼ ◆✉❝❧❡❛r ♠❡❞✐❝✐♥❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠♠❛
r❛②s ❢r♦♠ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ tr❛❝❡rs ✭❡✳❣✳ P❊❚ ❛♥❞ ❙P❊❈❚✮✳
❼ ❊❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✐ss✉❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ♥❡r✈❡ ❛❝t✐✈✐t②✮✳
❼ ■♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞
r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✳
❚❤✐s ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t
✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥❛❧②③❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛
❝♦♠♠✉♥✐t② ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▼❡s❤❡s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❞✐✲
❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❤❡❧♣ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts ✐♥ t❤❡✐r ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳
✷✳✸✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✶✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚❤r❡❡ ✈✐❡✇s ♦❢ ❛ ❈❚ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s t❤❛t s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s
♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥tr❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❯♥❧✐❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐ss✉❡s✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡① ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✈♦①❡❧s✱ ♥♦✐s❡ ✭✐✳❡✳ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✮✱ ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r❡✴♣♦st
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳
✷✳✸✳✷ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮
❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✐s ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❳✲
r❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t✐ss✉❡✳ ❚♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s❝❛♥ ♦❢
❳✲r❛②s ❜❡❛♠s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ r❛❞✐♦❧♦❣②✱ ❛r❝❤❡♦❧♦❣②✱ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❣❡♦♣❤②s✐❝s✱
♦❝❡❛♥♦❣r❛♣❤②✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞✱ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥✱ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✳
■♥ r❛❞✐♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❡♠✐tt❡r t✉r♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡
r❡❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡♥✱ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛
♣❛t✐❡♥t✬s ❧✐✈❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ■♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ♠❛② ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✉s✐♥❣ r❛❞✐♦❝♦♥str❛❝t
❛❣❡♥ts ✭❡✳❣✳ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✮✳
❘❛❞✐♦❣r❛♣❤② ✇❛s t❤❡ ✜rst t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥✲✈✐✈♦ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣
♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ●♦❞❢r❡② ◆❡✇❜♦❧❞ ❍♦✉♥s✜❡❧❞ ❛♥❞ ❆❧❧❛♥ ▼❛❝▲❡♦❞ ❈♦r♠❛❝❦ ✇❡r❡ ❛✇❛r❞❡❞
t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ✐♥ ✶✾✼✾✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤✐st♦r② ♦❢ ❈❚ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ ❬❋✐❧❧❡r ✷✵✵✾❪✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❳✲r❛② ❜❡❛♠s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✬s ❜♦❞② ❛r❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❜② ❛ s❡♥s♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❤♦s♣❤♦r ♣❧❛t❡s✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❛❞✐♦❣r❛♣❤② ✭❈❘✮
❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ r❛❞✐♦❣r❛♣❤② ✭❉❘✮✱ t❤♦s❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❞✐❣✐t❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t✐ss✉❡s ❛❜s♦r❜ ❳✲
r❛②s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✷❉
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧②
✺✶✷①✺✶✷①✶✷✽ ✈♦①❡❧s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✵✳✺①✵✳✺①✶✳✵ ♠♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❆s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍♦✉♥s✜❡❧❞ s❝❛❧❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐ss✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t t✐ss✉❡s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts ♠❛② ❞✐st✉r❜ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲✐t❤ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐❣❤ ❜♦♥❡✲t♦✲s♦❢t t✐ss✉❡ ❝♦♥tr❛st✱ ❈❚ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❝❤❡st
❛♥❞ ❜♦♥❡✳ ❇✉t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✳
■♥ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❈♦♥t❡①t
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙♦♠❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❦♥❡❡✿ ✭❛✮ ❍✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ T1 ❋▲❆■❘ ❙❛❣❣✐t❛❧✱
✭❜✮ T1 ❋❙P●❘ ❙❛❣❣✐t❛❧✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐ts ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✳ ❋▲❆■❘ st❛♥❞s ❢♦r ❋❧✉✐❞ ❆tt❡♥✉❛t❡❞
■♥✈❡rs✐♦♥ ❘❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❋❙P●❘ ❢♦r ❋❛st ❙♣♦✐❧❡❞ ●r❛❞✐❡♥t✲❘❡❝❛❧❧❡❞✲❊❝❤♦✳
✭❡✳❣✳ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❡❣♠❡♥t ❜♦♥❡s ♦r str✉❝✲
t✉r❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❡❞ r❛❞✐♦✲❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥ts ✭❡✳❣✳ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②✮✳ ■♥ ♦rt❤♦♣❡✲
❞✐❝s✱ ✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❛✛❡❝t ❜♦♥❡s✱ ❈❚ ✐s t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠♦❞❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥✈❛s✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜♦❞② ❛❜s♦r❜s ❛ ❤✐❣❤ ❞♦s❡
♦❢ ❳✲r❛② t❤❛t ♠❛② ❞❛♠❛❣❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ❝❛♥❝❡r✳ ❇✉t t❤❡ r✐s❦✲❜❡♥❡✜t r❛t✐♦ ❧✐♥❦❡❞
t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡①♣♦s✉r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
✷✳✸✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮
❯♥❧✐❦❡ ❈❚ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ str✉❝t✉r❡s ❧✐❦❡ ❜♦♥❡s ❛♥❞ ❜❧♦♦❞
✈❡ss❡❧s✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✉s❡❞ ❢♦r s♦❢t t✐ss✉❡ ❛❝✲
q✉✐s✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❜r❛✐♥✱ ❤❡❛rt ❛♥❞ ♠✉s❝❧❡s✮✳ ▼❘■ s❝❛♥♥❡rs ✉s❡ ♥♦♥✲✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐♦
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❘❋✮ t❤❛t ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲❝❛❧❝✐✜❡❞ t✐ss✉❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡②
❛r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦❧♦❣② ✭❜r❛✐♥✮✱ ❝❛r❞✐♦❧♦❣② ✭❤❡❛rt✮✱ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭♠✉s❝✉✲
❧♦s❦❡❧❡t❛❧ s②st❡♠✮ ❛♥❞ ♦♥❝♦❧♦❣② ✭s❡❡ s♦♠❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❦♥❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ❆
❞❡t❛✐❧❡❞ ❤✐st♦r② ♦❢ ▼❘■ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❋✐❧❧❡r ✷✵✵✾❪✳
❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✶✾✼✸ ❜② P❛✉❧ ▲❛✉t❡r❜✉r ❛♥❞ P❡t❡r ▼❛♥s✜❡❧❞ ❬▲❛✉t❡r❜✉r ✶✾✼✸❪✱
▼❘■ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ❛❧✐❣♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
✭t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ ✼✵✪ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❛t❡r ❤②❞r♦❣❡♥ ♣r♦t♦♥s
❛❝q✉✐r❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥−→m ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✮ ✇❤❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞
−→
b ✳ ❚❤✐s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ −→m ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
−→
b ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ♣r❡❝❡ss✐♦♥
♠♦t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ Oz ✭③✲❛①✐s ♦❢
−→m✮✳
❚❤❡ ▲❛r♠♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤✐s r♦t❛t✐♦♥ fL ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ −→m ✭fL ✐s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ r❛❞✐♦ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①❝✐t❡
♣r♦t♦♥s✱ ✐✳❡✳ ∼ ✹✷ ▼❍③✴❚❡s❧❛✮✿
fL =
Γ
2pi
‖−→m‖ ✭✷✳✶✮
✷✳✸✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✶✺
✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦✳
❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ m ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◆✉❝❧❡❛r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮ ♠❡❛✲
s✉r❡✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
−→
b ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ Oxy ♣❧❛♥ ✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
−→
b ✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ ❘❋ ✐♠♣✉❧s❡ ❛t ▲❛r♠♦r ❢r❡✲
q✉❡♥❝② fL✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ Oz✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
❘❋ ✐♠♣✉❧s❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❞✉r❛t✐♦♥
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ −→m ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ Oz✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❘❋ ✐♠♣✉❧s❡ ✐s ❞♦♥❡✱ −→m ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ❜② ❛ ♣r❡❝❡ss✐♦♥
♠♦t✐♦♥ ❛t fL ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❧❡ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡
r❡❝♦✈❡r② ✭✐✳❡✳ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♠❛② ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✿ ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥tmz t♦✇❛r❞s
−→
b ✱ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦✈❡r②
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t mxy✳
❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
mz(t) = m (1− exp
(−t/T1)) ✭✷✳✷✮
mxy(t) = m (exp
(−t/T2)) ✭✷✳✸✮
✇❤❡r❡ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳
❱❛❧✉❡s ♦❢ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ t✐ss✉❡ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✭❡✳❣✳ ♠✉s❝❧❡✱ ❢❛t ❛♥❞ ✇❤✐t❡✴❣r❛② ♠❛tt❡r✮✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ T1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ♦r t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ s❤♦rt❡r T1✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r❧②✱ T2 ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ❜✉t ✐s ❛❧✇❛②s s❤♦rt❡r t❤❛♥
T1✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✭❦♥♦✇♥ ❛s ❜✐❛s ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✐♠✲
♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t✐ss✉❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈♦❦❡s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞
✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✳
❚♦ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s s♣✐♥ ❡❝❤♦
❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡❝❤♦✳ ❙♣✐♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ✾✵➦ ❛♥❞ ✶✽✵➦ ❘❋
♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✾✵➦ ❘❋ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼❘ s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❡❝❤♦ t✐♠❡ TE✳ ❯♥❧✐❦❡ s♣✐♥ ❡❝❤♦✱ ❣r❛❞✐❡♥t ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡
♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ T ∗2 ✿
✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❈♦♥t❡①t
mxy = m (exp
(−t/T ∗
2
)), T ∗2 < T2 ✭✷✳✹✮
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ t✐♠❡ TR✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ TE ❛♥❞ TR✳ ❯s✐♥❣ T1 ❛♥❞ T2✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ‖m‖✱ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♦❢ T1✲✇❡✐❣❤t❡❞✱ T2✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
T1✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■ T1✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❤♦rt r❡♣❡t✐t✐♦♥
t✐♠❡ TR ✭✹✵✵ ≤ TR ≤ ✻✵✵ ♠s✮ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt ❡❝❤♦ t✐♠❡ TE ✭✶✵ ≤ TE ≤ ✷✵ ♠s✮✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt TR ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢❛st ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♦❢ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡ s♦♠❡ T1 ▼❘ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ❋♦r t❤❡
❜r❛✐♥✱ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ❛♣♣❡❛rs ❧✐❣❤t❡r t❤❛♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r✳ ❈❡r❡❜r♦s♣✐♥❛❧ ✢✉✐❞✱ s✐t✉❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❜♦♥❡✱ ❛♣♣❡❛rs ❞❛r❦❡r✳ T1✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦
✉s❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥t✳
T2✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■ T2✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ TR ✭TR >
✷✵✵✵ ♠s✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣ TE ✭TE > ✽✵ ♠s✮ ✇✐t❤ ❛ s♣✐♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❛❧✐t②
✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✇❛t❡r ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❡❞❡♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✮✳
T ∗2 ✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■ T
∗
2 ✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ TR
❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣ TE✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡
t❤❡ ❡①tr❛ r❡❢♦❝✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ✉s❡❞ ✐♥ s♣✐♥ ❡❝❤♦✱ s♦ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss❡s
❛❜♦✈❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ T2 s✐❣♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠♦❞❛❧✐t② ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥❡
t♦ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❧♦ss❡s ❛t ❛✐r ❛♥❞ t✐ss✉❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛st ♠❛② ❜❡
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ t✐ss✉❡✱ s✉❝❤ ❛s ✈❡♥♦✉s ❜❧♦♦❞✳
❙♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■ ❙♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ TR ✭TR > ✷✵✵✵ ♠s✮ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt TE ✭✶✵ ≤ TE ≤ ✷✵ ♠s✮✳ ❚❤✐s
♠♦❞❛❧✐t② tr✐❡s t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥tr❛st ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r T2 ♦r T1 s✐❣♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ♦♥❧②
s✐❣♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ♥✉❝❧❡✐
✐♥ ✇❛t❡r✳ ❲✐t❤ ✷✵✵✵ ≤ TR ≤ ✸✵✵✵ ♠s ❛♥❞ TE < ✸✵ ♠s✱ t✐ss✉❡ ✭❡✳❣✳ ♠❡♥✐s❝✉s✮
✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❢❛t✳ ❲✐t❤ TR > ✺✵✵✵ ♠s ❛♥❞ TE < ✸✵ ♠s✱
✇❛t❡r ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t✐ss✉❡ ❛♥❞ ❢❛t✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛s❉✐✛✉s✐♦♥✲
✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❉❲■✮✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ✭▼❘❆✮ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝
r❡s♦♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭▼❘❙✮✳
❉✐✛✉s✐♦♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❉❲■✮ ❯s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤✐s
♠♦❞❛❧✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤
✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼
✈♦①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② s✉rr♦✉♥❞✲
✐♥❣ t✐ss✉❡s✱ t❤✐s ♠♦❞❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ✇❤✐t❡
♠❛tt❡r ✜❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❋✐❜❡r tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s tr❛❝❦ ✜❜❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❡♥✲
t✐r❡ ❧❡♥❣t❤ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦rt✐❝♦s♣✐♥❛❧ ✜❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s♠✐ts ♠♦t♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠
t❤❡ ♠♦t♦r ❝♦rt❡① t♦ t❤❡ s♣✐♥❛❧ ❝♦r❞✮✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡rs ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❧❡s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ✭❡✳❣✳ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s
❧❡s✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛✐♥ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ✜❜❡rs ❢♦r s✉r❣✐❝❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳
▼❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ✭▼❘❆✮ ❯s❡❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❛rt❡r✐❡s✱ t❤✐s
♠♦❞❛❧✐t② ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s st❡♥♦s✐s✱ ♦❝❝❧✉s✐♦♥✱ ❞✐ss❡❝t✐♦♥✱ ✜st✉❧❛✱
❛♥❡✉r②s♠ ❛♥❞ ❛rt❡r✐t✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧✱ ❝❡r✈✐❝❛❧✱ r❡♥❛❧ ❛♥❞ ♣✉❧♠♦♥❛r②
❛rt❡r✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❛♥❞ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦rt❛✱ ❛r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳
▼❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭▼❘❙✮ ❆✐♠❡❞ ❛t st✉❞②✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ t❤✐s ♠♦❞❛❧✐t② ♥♦t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤✲
✜❡❧❞ ▼❘■ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❛✐♥✐♥❣ ❢♦r r❛❞✐♦❧♦❣✐sts✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡❡♠s ✈❡r②
♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤♦✉❣❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♦♥❝♦❧♦❣② ✇❤❡r❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s✲
t✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣♦st✲r❛❞✐♦t❤❡r❛♣② ♥❡❝r♦s✐s ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧② st❛❣❡
✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❜✐♦♣s② ✭✐♥✈❛s✐✈❡ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s r✐s❦②✮ ❝❛♥ ❡q✉❛❧✳
✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s t❤❡s✐s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❡♣❡r
❢♦❝✉s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮✳
❇♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿ ❈❚ ❢♦r ❧✐✈❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❡st❡❞✱ ❛♥❞ ▼❘■ ❢♦r t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✱ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣
♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s t❤r♦✉❣❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢
✐♥t❡r❡st ♦✉t ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❲✐t❤ ✷❉ ✐♠❛❣❡s✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ ♣✐①❡❧s
✭✐✳❡✳ ♣✐❝t✉r❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✮✱ t♦ ❢♦r♠ ❛
s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥✱ ♦r ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ✉s❛❣❡ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ♦❜❥❡❝ts ♦✉t
♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❡q✉❛❧s t✇♦✱
t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳
■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✉❝❤ ❛s ♦r❣❛♥s✱ ❜♦♥❡s ❛♥❞ t✐ss✉❡s✳ ❆ t❤♦r♦✉❣❤ r❡✈✐❡✇ ♦♥
t❤✐s ♠❛tt❡r ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❋✐t③♣❛tr✐❝❦ ✫ ❙♦♥❦❛ ✷✵✵✵❪✳ ❋r♦♠ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠✲
❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤❡s ♠❛② ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ t❤❛♥ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r② st❛❝❦s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡r❛♣②
♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬❑❛✉s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦✲
s✐s ❬●ér❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✳ ❯s✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ♦♥ s❤❛♣❡✱ ♠❡s❤❡s ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳
✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t♦
♣❡r❢♦r♠ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❆❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ ❛♥❞
❛t❧❛s❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳
■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮
❛s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
q✉❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦
❛♥ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❞❡❢♦r♠ ✐t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✮
❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✮ ❢♦r❝❡s✳
✸✳✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✸✳✷✳✶ ▼❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
✜❞❡❧✐t②✱ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ✜rst ✉s❡❞ ♦♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤✐s
t❛s❦ r❡q✉✐r❡s ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ❛s t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rt ❤❛s t♦ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ ✷❉
s❧✐❝❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
✭s❡♠✐✲✮❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ♥♦✇❛❞❛②s ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳
❋✐rst✱ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛② s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❜② ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❡✳❣✳ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾✱ ●✐❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✮
♦r tr❛✐♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❡✳❣✳ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮
❬❈♦♦t❡s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸✱ ❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪ ♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❧✐❦❡ ❑✲♠❡❛♥s ❬❍❛rt✐❣❛♥ ✫ ❲♦♥❣ ✶✾✼✾❪ ❛♥❞ ❋✉③③② ❈✲♠❡❛♥s ❬❇❡③❞❡❦ ✶✾✼✸❪✮✳ ■♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❡s❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♠❛♥✉❛❧
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼❡s❤❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② t❤✉s ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛
♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rt ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳
■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r s❡ r❡♠❛✐♥s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢
t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦♥❡ t♦ ❡rr♦rs ❬❈♦❧❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
str✉❝t✉r❡ ❛❧✇❛②s ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡rts ✭s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✲❡①♣❡rt ✈❛r✐❛❜✐❧✲
✐t② ❬❙❛❛r♥❛❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡rt ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❛♠❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱
t❤❡ r❡s✉❧t ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡rs ✭s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥tr❛✲❡①♣❡rt ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❬❋✐♦r✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪✮✳
✸✳✷✳✷ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡st s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤✲
♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t❤r❡s❤✲
♦❧❞✮ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡✐t❤❡r ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥✲
✸✳✷✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✷✶
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▼❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐♥ ❛ ❈❚ ✐♠❛❣❡✿ ✭❛✮✰✭❜✮ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡✲
❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ✐♥ t✇♦ ✈✐❡✇s✱ ❛♥❞ ✭❝✮✰✭❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡
✇❤✐t❡ ✈♦①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧✐✈❡r ✭✐✳❡✳ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✮ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ✈♦①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✳
t❡r❡st✮ ♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts ♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ s❡✈❡r❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞s
♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❛② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ♠❛♥✲
✉❛❧❧②✱ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ♦r ✉s✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❬❙❡③❣✐♥ ✫ ❙❛♥❦✉r ✷✵✵✹❪✳
❚❤♦✉❣❤ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✉s❡✱ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢❡❛t✉r❡ s❡✈❡r❛❧
❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞
r❡❣✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✲
t❡♥s✐t✐❡s t❤❛t ♠❛② ❤❡❧♣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s t❤❡② r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱
✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ♠❛② ❢❡❛t✉r❡
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts✳
■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛r❡ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ♥♦✐s② ♦r ❜✐❛s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❆ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❙✐❣♥❛❧✲❚♦✲◆♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳ ❚②♣✐❝❛❧ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬❙t②♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞ ❤✐s✲
t♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬❨❛♥❣ ✫ ❲✉ ✷✵✶✵❪✳ ❆s ❢♦r ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
r❡❝♦♥str✉❝t str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❡✳❣✳ ♦r❣❛♥s✱ ❜♦♥❡s ❛♥❞ t✉♠♦rs✮✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ♠❡s❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✜rst t❤❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬◆✐❡❧s♦♥ ✷✵✵✸✱
▲♦r❡♥s❡♥ ✫ ❈❧✐♥❡ ✶✾✽✼❪ ❛♥❞ t❤❡♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐s r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣
✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▼❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❦♥❡❡ ✭❛✮ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛❢t❡r ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢❛t t✐ss✉❡ ✐s ❛❧s♦ s❡❣♠❡♥t❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
▼❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ s♣♦♥❣✐♦✉s ❜♦♥❡ t✐ss✉❡✳
❬P❡tr♦✉ ✫ ❇♦s❞♦❣✐❛♥♥✐ ✶✾✾✾❪✳ ❋r♦♠ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ♠❛♥✉❛❧❧②✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝r❡❛t❡s ❛ r❡❣✐♦♥ ❜② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✉♥t✐❧ ❛ st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st
❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳
✸✳✷✳✸ ❆t❧❛s✲❣✉✐❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✱ ❛t❧❛s✲
❣✉✐❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ♠❛❥♦r t②♣❡s ♦❢ ❛t❧❛s❡s✱ ♠❡s❤ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛t❧❛s❡s✳ ❆ ♠❡s❤ ❛t❧❛s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♠❡s❤❡s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✭❡✳❣✳
❛❢t❡r ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❬❈♦st❛ ✷✵✵✽❪✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ❛t❧❛s
✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❬❈♦♠♠♦✇✐❝❦ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛t♦♠②✳
■♥ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥ ❛t❧❛s ✐♠❛❣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧②
❧♦❝❛t❡❞✱ ✐s ✜rst r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s✉❜❥❡❝t✳ ❘❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡s❤❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✱ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡
❝❧♦s❡ t♦ str✉❝t✉r❡s✬ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❛t❧❛s✲❣✉✐❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❡s❤ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬P✐t✐♦t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② r❡❣✐str❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆t❧❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛❞ ❛♥❞ ♥❡❝❦ r❡❣✐♦♥ ❬❈♦♠♠♦✇✐❝❦ ✷✵✵✼❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜r❛✐♥ ❬❙♦✉♣❧❡t ✷✵✵✾✱
❇♦♥❞✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✱ ❉❛✇❛♥t ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✳
❯s✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❡s❤ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❋♦r
♠✉❧t✐♣❧❡ str✉❝t✉r❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❦❡♣t ❜② t❤❡ ❛t❧❛s✳ ❆ s♣❡✲
❝✐✜❝ ❝❛r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛t❧❛s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐♠✲
❛❣❡ ❬❱❡♠✉r✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸✱ ▲♦r❡♥③♦✲❱❛❧❞és ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷✱ ▼❛✐♥t③ ✫ ❱✐❡r❣❡✈❡r ✶✾✾✽❪✱ ✇❤♦s❡
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✷✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✲
❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❙♦✉r❝❡✿ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✫ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✷✵✶✵❪✮✳
q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ❦❡② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳
✸✳✸ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s
✸✳✸✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❯♥❧✐❦❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ s♦❧❡❧② ♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❤❛s ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❈♦♠♠♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❡✈❡❧✲s❡ts✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s ❛♥❞ s♣❧✐♥❡ ❝✉r✈❡s ♦r
s✉r❢❛❝❡s ✭s❡❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s✳
■♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✉r❢❛❝❡ Sf ❛s t❤❡ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
f ❤❛✈✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ R3✿
Sf = {x ∈ R
3|f(x) = 0} ✭✸✳✶✮
❆❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ s✉r❢❛❝❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❤❡r❡ f ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬❚❛✉❜✐♥ ✶✾✾✹❪✳ ■♥ ♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣✐♥❣✱ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✿ s✉♣❡rq✉❛❞r✐❝s ❬❇❛rr ✶✾✽✶❪
❛♥❞ ❤②♣❡rq✉❛❞r✐❝s ❬❍❛♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪✳
✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
▲❡✈❡❧ s❡ts ❬❖s❤❡r ✫ ❙❡t❤✐❛♥ ✶✾✽✽❪ ❛r❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡
t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❬❉✐♥❞♦②❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱
▼❛❧❧❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺❪✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱
s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢♦r♠s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦✇❛r❞s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❧❡❛r♥❡❞
s❤❛♣❡ ❬▲❡✈❡♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✱ ❛♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬❚s❛✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✳
❆ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡ts ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈r❡♠❡rs ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳
❊①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❚❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ✇❛s t❤❡ s♥❛❦❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❑❛ss ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❝♦♥t♦✉rs ♦♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❬❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽❪ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✸❉
s❤❛♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❬◆❣✲❚❤♦✇✲❍✐♥❣ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞
✷✲s✐♠♣❧❡① ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪ ♠❡s❤❡s✮✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢♦r ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❬▼❝■♥❡r♥❡② ✫ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ✶✾✾✾❪✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s❤❛♣❡
❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ✸❉ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❆❝✲
t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s ✭❆❙▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪ ❛♥❞ ❆❝t✐✈❡ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❆❆▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✷✵✵✶❪✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ♠❡s❤ ✐s ✜rst ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❢♦r❝❡s t❤❛t ❛ttr❛❝t t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ✜t r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳
❚✇♦ ♠❛✐♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳
■♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ✭✐✳❡✳ ♠❛❦❡s s✉r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
❛♥❞ s♠♦♦t❤✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛t ✈❡rt✐❝❡s ❧❡✈❡❧ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✭❡✳❣✳
C2 ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪✮✳ ❊①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛ttr❛❝ts t❤❡
♠❡s❤ t♦ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❡❞❣❡s✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ❛
❞❡s✐r❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤❡ ♠❡s❤ ❡✈♦❧✈❡s ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❡♥❡r❣✐❡s✿
EV = αEint + βEext ✭✸✳✷✮
✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❖t❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❛❧✲
❧♦♦♥ ❡♥❡r❣② ❬❈♦❤❡♥ ✶✾✾✶❪ ✐s ✉s❡❞ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♠❡s❤ ❢r♦♠ s❤r✐♥❦✲
✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❛ ♣♦✐♥t✳
❆t ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛s✐❝ ❝✐r✲
❝✉❧❛r ♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❢♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ✐s ❦♥♦✇♥
✭❡✳❣✳ ❧✐✈❡rs ❛♥❞ ❜♦♥❡s✮✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ ♠❡s❤❡s ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳
❙t❛rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡①✲
♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts
❛s t❤❡② ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
❊①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ❤❡❛rt
❬❊❝❛❜❡rt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ❙❡r♠❡s❛♥t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ♣r♦st❛t❡ ❬❈♦st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡②
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✷✺
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ▲✐✈❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✭❛✮ t❤❡
♠❡s❤ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛
st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✭❜✮ t❤❡ ♠❡s❤ ✜ts t❤❡ ❧✐✈❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❤❡♣❛t✐❝ s✉r❣✐❝❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬❙♦❧❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳ ❘❡✈✐❡✇s
♦♥ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❏❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽✱
▼❝■♥❡r♥❡② ✫ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ✶✾✾✻❪✳
✸✳✸✳✷ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s
❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✉❛❧ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s✱ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ♦✛❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡②
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ✸❉ s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪✳
❚❤❡♥✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ✹❉ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r t♦♣♦❧♦❣②✱ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r q✉❛❧✐t②✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦✈❡r✈✐❡✇s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✫ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✷✵✶✵✱ ●✐❧❧❡s ✷✵✵✼✱
▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳
✸✳✸✳✷✳✶ ❚♦♣♦❧♦❣②
❆ k✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛
k + 1✲❝❡❧❧ ✭❡✳❣✳ k❂✶ ❢♦r ✷❉ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ k❂✷ ❢♦r ✸❉ s✉r❢❛❝❡s✮✳
❆ 0✲❝❡❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✈❡rt❡① p ❛♥❞ ❛ 1✲❝❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡❞❣❡ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ✉♥♦r❞❡r❡❞
♣❛✐r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡❧②✱ ❛ p✲❝❡❧❧ C ✭p ≥ 2✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢
c (p− 1)✲❝❡❧❧s ✭c ∈ N✮ s✉❝❤ t❤❛t✿
✶✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① p ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ C ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ p ❞✐st✐♥❝t (p− 1)✲❝❡❧❧s✳
✷✳ ❆ (p− 2)✲❝❡❧❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t✇♦ ❛♥❞ ♦♥❧② t✇♦ (p− 1)✲❝❡❧❧s✳
✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙♣❡❝✐✜❝ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✿ ✭❛✮ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡
♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ♦♥❡ ❡❞❣❡ ❛t ♠♦st ❧✐♥❦s t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✭❜✮ ❡✈❡r② ❢❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✈❡rt✐❝❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✭❝✮ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠❡s❤✳
✸✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ (p− 1)✲❝❡❧❧s ✐s ❡♠♣t② ♦r ✐s ❛ (p− 2)✲❝❡❧❧✳
✹✳ ❆ ♣✲❝❡❧❧ ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭✐✳❡✳ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❛t ❝❡❧❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✮✳
❚✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿
❼ ❆ k✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ✈❡rt❡① ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✿ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦
k + 1 ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s✳
❼ ❆ k✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ k✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❞✉❛❧✐t②
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ ❛ 2✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤✱ ❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❛ ✈❡rt❡① ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝❡ ✭✐✳❡✳ ❛ ✷✲❝❡❧❧✮✳
❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳
❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ◆❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r✉❧❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ k✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❡❞❣❡s ❛r♦✉♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡
♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛♥♥❡r✱ s♦ t❤❛t ❢❛❝❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱
♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✮✳
❉✉❛❧✐t② ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♦r ❞✉❛❧✐t②✱
❜❡t✇❡❡♥ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤✐s ❞✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ k✲s♦❧✐❞ ♠❡s❤❡s ✭❡✳❣✳ ♣♦❧②❧✐♥❡s ❛♥❞ t❡tr❛❤❡✲
❞r❛❧ ♠❡s❤❡s✮ ❛♥❞ ✐s ♣✉r❡❧② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♠❡s❤❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♣❡r ❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠♣❧❡①
♠❡s❤❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡rt❡① ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚♦ ❝r❡❛t❡ ❞✉❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✱
❝❡♥t❡rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t s✐♠♣❧❡① ❢❛❝❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ ✭✐✳❡✳ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✮✳
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✷✼
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❉✉❛❧✐t② s❤♦✇♥ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ ❛ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐ts
❞✉❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤✳ ❚♦ ❝r❡❛t❡ s✉❝❤ ❛ ❞✉❛❧✐t②✱ ✭❜✮ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡① ❢❛❝❡s ✭✐♥
❜❧✉❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✈❡rt✐❝❡s ✭✐♥ r❡❞✮✱ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞✳
✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ⇐⇒ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s
✈❡rt❡① ⇐⇒ ❢❛❝❡
❡❞❣❡ ⇐⇒ ❡❞❣❡
tr✐❛♥❣❧❡ ⇐⇒ ✈❡rt❡①
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❉✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s✳
❈♦♥✈❡rt✐♥❣ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ t♦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤
✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠❛t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❣r❛♣❤✐❝s ❤❛r❞✇❛r❡✳
❱❡rt❡① ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠
✈❡rt❡① pi ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛t ♠♦st η ✈❡rt✐❝❡s ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ η✲t❤ ♦r❞❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
♦❢ pi✱ ♥♦t❡❞ Nη(i) ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❧✐♥❦✐♥❣
❡❞❣❡s✱ ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛t ♠♦st η ✈❡rt✐❝❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❢r♦♠ Nη(i) ❛♥❞ pi✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Nη(i) ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② |Nη(i)|✳
✸✳✸✳✷✳✷ ●❡♦♠❡tr②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✶✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❛r❡ ✜rst ❞❡♣✐❝t❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ✐s ♠♦r❡ ♦❢
✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
✶✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ■♥ R2✱ ❛ ✶✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ✐s ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ ❧❡❢t✮✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥♦r♠❛❧ ni ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ t❛♥❣❡♥t ti ❛t ✈❡rt❡① pi ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
ni =
p⊥i pi
‖p⊥i pi‖
❛♥❞ ti =
pi−1pi+1
‖pi−1pi+1‖
✭✸✳✸✮
✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
p
i
p
i
p
i
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❉✐✛❡r❡♥t η✲t❤ ♦r❞❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❢♦r ✈❡rt❡① pi✿ ✭❛✮ ✶st ♦r❞❡r✱ ✭❜✮ ✷♥❞
♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✸r❞ ♦r❞❡r✳
p
i
n
i
p
i
┴
φ
i
p
i+1pi-1
t
i
p
i
n
i
p
i
┴
φ
i
p
i+1
p
i+2
p
i-1
p
i-2
t
i
b
i
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ✶✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ✭❛✮ ✐♥ R2 ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♥ R3✳ ■♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① pi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✿ ϕi ✐s t❤❡
s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡✱ ni ❛♥❞ ti ❛r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ t❛♥❣❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ R3✱ bi ✐s t❤❡ ❜✐♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❜❛s❡ ❛t pi✳
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✷✾
✇❤❡r❡ p⊥i ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ pi ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐ts
t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs pi−1 ❛♥❞ pi+1✳
▼❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs (ε1i , ε
2
i ) ♦❢ pi ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
ε1i =
‖p⊥i pi+1‖
‖pi−1pi+1‖
❛♥❞ ε2i =
‖pi−1p
⊥
i ‖
‖pi−1pi+1‖
= 1− ε1i ✭✸✳✹✮
❙✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ϕi✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❣✲
♠❡♥ts✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
ϕi = ( ̂pi−1,pi,pi+1) ✭✸✳✺✮
❋r♦♠ s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ϕi✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
ki = 2
sin(ϕi)
pi−1pi+1
✭✸✳✻✮
■♥ R3✱ t❤❡ ❜✐♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r bi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❜❛s❡ ❛t
pi ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ r✐❣❤t✮✿
bi =
pipi+1 × pi−1pi
‖pipi+1 × pi−1pi‖
✭✸✳✼✮
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♥♦r♠❛❧ ni ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ni = bi × ti✳
✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳
▲❡t Ci ❜❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❝✐r❝❧❡ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s (pV1(i),pV2(i),pV3(i)) ✇✐t❤
❝❡♥t❡r ci ❛♥❞ r❛❞✐✉s ri✳
▲❡t Si ❜❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ s♣❤❡r❡ t♦ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ {pi,pV1(i),pV2(i),pV3(i)}
✇✐t❤ ❝❡♥t❡r oi ❛♥❞ r❛❞✐✉s Ri✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ pi ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ni✿
ni =
pV1(i) × pV2(i) + pV2(i) × pV3(i) + pV3(i) × pV1(i)
‖pV1(i) × pV2(i) + pV2(i) × pV3(i) + pV3(i) × pV1(i)‖
✭✸✳✽✮
▼❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs (ε1i , ε
2
i , ε
3
i ) ❛r❡ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ p
⊥
i ✭✐✳❡✳ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ pi ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐ts t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳
❙✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ϕi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭pi, ci,oi✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✿
✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r
i
R
i
p
i
S
i
o
i
c
i
n
ip
V
1 
(i)
p
V
2 
(i) p
V
3 
(i)
p
i
┴
C
i
R
i
p
i
o
i
c
i
n
i
p
i
┴
φ
i
S
i
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ✐♥ R3✿ ✭❛✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡①
✈❡rt❡① pi✱ ✐ts t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs (pV1(i),pV2(i),pV3(i)) ❛♥❞ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p
⊥
i
♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐ts t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐ts s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ϕi✳
❼ ϕi ∈ [−pi,+pi]
❼ s✐♥(ϕi) =
ri
Ri
s✐❣♥(pipV1(i) · ni)
❼ ❝♦s(ϕi) =
‖oici‖
Ri
s✐❣♥(oici · ni)
✸✳✸✳✷✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥
❉✉r✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① pi ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ♥♦t❡❞ fint ❛♥❞ fext✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
pt+∆ti = p
t
i + (1− τ)(p
t
i − p
t−∆t
i ) + αfint(p
t
i) + βfext(p
t
i) ✭✸✳✾✮
✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ♠✐❧✐❡✉ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✱ α ❛♥❞ β ❛r❡
t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ∆t ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣
✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs α✱ β ❛♥❞ τ ✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ✈❛❧✉❡s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t
s❝❤❡♠❡✳
●❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤
✈❡rt❡① ♠❛② ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ●❧♦❜❛❧❧② ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
✭●❈❉✮ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✫ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✽❪✳ ❇♦t❤ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✸✶
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■t❡r❛✲
t✐✈❡ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t ✭■❈P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❩❤❛♥❣ ✶✾✾✹❪✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② r❡❣✐s✲
t❡r❡❞✳ ❆s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ●❈❉ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠
❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❋r❡❡ ❋♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❋❋❉✮✳ ❯s✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞✲
❡❧s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s❤❛♣❡ ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
✸✳✸✳✷✳✹ ▼❡s❤ q✉❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
◗✉❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❆❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ♠❡s❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛❞♦♣t t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ ♥❡❡❞s t♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ s♦ t❤❛t ❛♥ ✉s❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♠❛② ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❞❣❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ❛ ♠❡s❤ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❣✉❧❛r ❢❛❝❡s ✇✐t❤ s✐① ✈❡rt✐❝❡s✳
❋♦r s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ s✐① t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ k✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡✲
❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ④TOk1 ✱ TO
k
2 ✱ ✳ ✳ ✳ ✱ TO
k
6⑥✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
q✉❛❧✐t② ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ TOk1 ❛♥❞ TO
k
2 ❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② ♠❡s❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
r❡✜♥❡ ♦r ❞❡❝✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s TOk1 ❛♥❞ TO
k
2 ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣
❛ ✈❡rt❡① ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ❡❞❣❡✮ ♦❢ ❛ ✶✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤✮✳
❇♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ❛❝r♦ss ❢❛❝❡s ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ❚❤✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s TOk1 ❛♥❞ TO
k
2 ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪✳ ❋♦r ❞✉❛❧ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✇❛♣♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t
tr✐❛♥❣❧❡s✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t r❡❣✉❧❛r✲
✐t②✳ ❆ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤❡r❡ ❢❛❝❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ r❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❣♦♥s ❛r❡
♣r❡❢❡rr❡❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♥❣t❤❡♥❡❞ ♦r ❞❡❢♦r♠❡❞ ❢❛❝❡s✳ ❚❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤❡s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❲✐t❤ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠❡tr✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❜② r❡✜♥✐♥❣✴❞❡❝✐♠❛t✐♥❣ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r
❝❛s❡✱ ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs εji ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① s♦ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛❧❧ ❢❛❝❡s
t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣
✈❡rt✐❝❡s ✐♥ s♣❛rs❡ ③♦♥❡s ✇❤✐❧❡ r❡♠♦✈✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✳
●❧♦❜❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧s t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♠❡s❤ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ t♦ s❡❣♠❡♥t✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❧❡❛❞s
t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❛♥ ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤✳
✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ❛❝r♦ss ❢❛❝❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ TOk1 ❛♥❞ TO
k
2 ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❬❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽✱ ▲❛❝❤❛✉❞ ✫ ▼♦♥t❛♥✈❡rt❛ ✶✾✾✾❪✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✜rst ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡ ❧❛st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳
✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❤❛s ❛❧♠♦st ❝♦♥✈❡r❣❡❞✮✳
❲✐t❤ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✉❛❧
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳ ❆❢t❡r ♦♥❡
✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② tr✐♣❧❡❞✱ s❤♦✉❧❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡ ❤♦♠❡✲
♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ■♥ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤✱ ❛ ❢❛❝❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r♠❡r ❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❆ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② s✐① ❡❞❣❡s
✐s ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❢♦r♠❡r ✈❡rt❡① ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ❧✐✈❡r
♠❡s❤✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t✇♦ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐rst✱ s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡✲
s❡r✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s
✭✐✳❡✳ ❞✉❡ t♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
♠❡s❤ ❛tt❛❝❤♠❡♥ts ✭❡✳❣✳ t❡♥❞♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥ts ♦♥ ❜♦♥❡s✮✳ ❚♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱
❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❬●✐❧❧❡s ✷✵✵✼❪✳
▲♦❝❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❛ ❧❡ss ❞❡♥s❡ ♠❡s❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞
t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ ♥❡❡❞s ❛❧s♦ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧s t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❇② ✜♥❞✐♥❣ ❛ tr❛❞❡♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✢❛t s✉r❢❛❝❡s ♥❡❡❞ ♦♥❧② ❢❡✇ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❜✐❣ ❢❛❝❡s t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤✐❧❡
❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③♦♥❡s r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡♥s❡ ♠❡s❤ t♦ t❛❦❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡
③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ str❡t❝❤ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ s♦♠❡ ③♦♥❡s ♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐t ✐♥ ♦t❤❡r ③♦♥❡s✳
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✸✸
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❉❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧✐✈❡r ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤✿ ✭❜✮ ♦r✐❣✐♥❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✭❛✮ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r t✇♦ ❞❡❝✐♠❛t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭❝✮ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r
t✇♦ r❡✜♥✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ▲♦❝❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✿ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐✲
❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ♠❡s❤ ❛❢t❡r ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡
③♦♥❡s✳
❆ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❧❡❛❞s t❤✉s t♦ ❡✐t❤❡r ❧❡ss ❞❡♥s❡ ③♦♥❡s✱ ♦r ❤✐❣❤
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✳
❆♥♦t❤❡r ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡
✉♥✐❢♦r♠ ✇❛②✱ ❡✐t❤❡r ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ s❧✐❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♦r ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s
✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ s♣❛rs❡ ③♦♥❡s✳
✸✳✸✳✸ ▼♦❞❡❧ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♠❛♥② str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛✈❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞
❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞②✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✳ ●❛t❤❡r✐♥❣ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤✉s ❛♥
✐❞❡❛ ♦❢ ✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧
♠❛② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❆ ✜rst
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
♠❡s❤ ♠❛② ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ ✉s❡r
✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❛s❦❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✉s✐♥❣ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥
❛♥❞ s❝❛❧❡ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤♦✉❣❤ q✉✐t❡ r❡❧✐❛❜❧❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡❝♦♠❡
❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❜❡ r♦✉❣❤❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦❢ t❤❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ ❜✐♥❛r②
✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r♦✉❣❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❜✐✲
♥❛r② ✐♠❛❣❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ s❡r✈❡ ❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
♠❡s❤ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
❡rr♦rs t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r♦✉❣❤ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✽❪✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱
✉s✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s ✭❙❙▼✮✱ ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪
❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❬❍❛♠❛r♥❡❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷✱ ❙❝❤✇❡❢❡❧ ✶✾✾✸❪✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❣✉✐❞❡❞ ❜② r♦t❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ●❛❜♦r ❢❡❛t✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♣r♦st❛t❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❬❙❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✳ ❋♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❡❧❧❛ ❝❛rt✐❧❛❣❡✱ ✐ts str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜♦♥❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬❋r✐♣♣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✳
✸✳✸✳✹ ■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❉✉r✐♥❣ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❡♥s✉r❡ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❧❡ss
s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❢♦r❝❡ t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ❞❡❢♦r♠ ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳
❋♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s
✉s✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❚✐❦❤♦♥♦✈ st❛❜✐❧✐③❡rs ❬▼❝■♥❡r♥❡② ✫ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ✶✾✾✺❛❪✳ ❚❤✐s ✐s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ st❛❜✐❧✐③❡rs ❡①♣r❡ss s❤❛♣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❡r♠s ✉♣ t♦
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❛s❦ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s
s✐♥❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ✜rst ♦♥ ❞❡✲
❢♦r♠❛❜❧❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ t❤❡♥ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●✐❧❧❡s ✷✵✵✼✱ ▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳
✸✳✸✳✹✳✶ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝♦♥t♦✉rs
▲❡t C ❜❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝♦♥t♦✉r ✈❛r②✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ Ω ✇✐t❤ r ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❆r❝ ❧❡♥❣t❤ s ♦❢ C ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r r ❜② ♠❡tr✐❝ g ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
s(r) =
∫ r
0
g(u)du ✇✐t❤ g =
∥∥∥∥∂C∂r
∥∥∥∥ ✭✸✳✶✵✮
✇❤❡r❡ u ∈ [0, r]✳
▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✸✺
t✉r❡ ❬❑✐♠✐❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷✱ ❈♦❤❡♥ ✶✾✾✶✱ ❑❛ss ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽❪✳ ❚❤❡② ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡ ❝♦♥t♦✉r
❝✉r✈❛t✉r❡ ♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❍❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠✲
♠♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
▼❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡
Ereg =
∫
Ω
∥∥∥∥∂C∂r
∥∥∥∥ dr ✭✸✳✶✶✮
❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝✉r✈❡✬s ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t♦✉r s✉❜❥❡❝t t♦ t❤✐s ❡♥❡r❣②✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s✿
fint(r) = κ(r)n(r) ✭✸✳✶✷✮
❚❤✐s ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝✉r✈❡✬s ❧❡♥❣t❤✱ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥✲
s✐❞❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧ s❡ts ❬❆♠❜r♦s✐♦ ✫ ❙♦♥❡r ✶✾✾✻❪✳
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Ereg =
∫
Ω
∥∥∥∥∂C∂r
∥∥∥∥
2
dr ✭✸✳✶✸✮
❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✿
fint(r) =
∂2C
∂r2
✭✸✳✶✹✮
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿
∂C
∂t
=
∂2C
∂r2
✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡✳
❆t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
∂2C
∂r2
= 0 ✭✸✳✶✻✮
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤r✐♥❦✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❢♦r❝❡s
✇✐t❤ ❜❛❧❧♦♦♥ ❢♦r❝❡s ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ t❤❡✐r t❛♥❣❡♥t✐❛❧
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ str❡t❝❤✐♥❣✮ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳
✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❇❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❲✐t❤ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ❢♦r❝❡s t❤❛t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❋♦r ❛ t❤✐♥ r♦❞✱ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Ereg =
∫
Ω
∥∥∥∥∂2C∂r2
∥∥∥∥
2
dr ✭✸✳✶✼✮
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✿
fint(r) = −
∂4C
∂r4
✭✸✳✶✽✮
❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
❢♦r❝❡s ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳ ❖t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ✐♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡
s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪ ♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❬●❤❛♥❡✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪✳
❇❛❧❧♦♦♥ ❢♦r❝❡ ❚❤✐s ❢♦r❝❡ ✉s❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t k✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉r ❬❈♦❤❡♥ ✶✾✾✶❪✳
❇❛❧❧♦♦♥ ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
fint(r) = −k n(r) ✭✸✳✶✾✮
■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
fint(r) = ftan(r) t(r) + fnor(r) n(r) ✭✸✳✷✵✮
❚❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t♦✉r C✱ ❜✉t ♥♦t ✐ts
s❤❛♣❡ ❬❑✐♠✐❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷❪✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♦♥❧② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ✐♥ ❧❡✈❡❧ s❡ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛✲
t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣❛❝t ❢♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s✳
❆♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ❜❛❧❧♦♦♥
❢♦r❝❡ ❤❛✈❡ ❛ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ♥✉❧❧✳
✸✳✸✳✹✳✷ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s
❆s ❢♦r ♠✉s❝❧❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✱ ♠❛✐♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤❛✈✐♥❣
s♠♦♦t❤ s❤❛♣❡s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
✐♥t❡r❡st ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❡♥s✉r❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳
■❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛ s❤❛♣❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ❢♦r❝❡s t❤❡ ♠❡s❤ t♦ t❛❦❡ ❜❛❝❦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧
s❤❛♣❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✳
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✸✼
■♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s✱ ❬●❤❛♥❡✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛
❞✐s❝r❡t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦t✐♦♥ ❛t ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞❡r✐✈❡ s❤❛♣❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣
❢♦r❝❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❤❛♥❞❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
❛t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋r❡❡ ❋♦r♠ ❉❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✭❋❋❉✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
❧❛tt✐❝❡ ❬❙❡❞❡r❜❡r❣ ✫ P❛rr② ✶✾✽✻❪✳
❙✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ▼❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs εji ✭
∑
j ε
j
i = 1,∀j, 0 < ε
j
i < 1✮ ❡♥s✉r❡ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❡rt❡① pi ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✮✳
▲❡t p˜i ❜❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛t pi✱ ❛♥❞ {ε˜
j
i , ϕ˜i} t❤❡
♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ❛t ✈❡rt❡① p˜i✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▲❡t p˜⊥i ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ p˜i ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❛♥❣❡♥t t♦ pi✳
▲❡t ri ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜✐♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛t pi ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
ri =
ti × (pi−2pi−1 × pi+1pi+2)
‖ti × (pi−2pi−1 × pi+1pi+2)‖
✭✸✳✷✶✮
■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
fint(pi) = αpip˜i = α(ftan(pi) + fnor(pi)) ✭✸✳✷✷✮
✇❤❡r❡ ftan ❛♥❞ fnor ❛r❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✮✿
ftan(pi) = p˜
⊥
i − p
⊥
i =
∑
j
(εji − ε˜
j
i )pVj(i) ✭✸✳✷✸✮
fnor(pi) = (h(ri, ε
1
i , ε
2
i , ϕi)− h(ri, ε˜
1
i , ε˜
2
i , ϕ˜i))ni ✭✸✳✷✹✮
❚❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ftan ✐s ❛ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ p⊥i t♦✇❛r❞s p˜
⊥
i ✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥✲
s✉r❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s✳ ◆♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t fnor ✐s
❛ ❢♦r❝❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳
❋♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛❧♦♥❣ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡✱ ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛②
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ε˜ji =
1
3 ,∀j✳ ❲❤❡♥ ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜①❡❞✱ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t fnor
❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ r❡❣✉❧❛r✐t②✳
❲✐t❤ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ✇❤♦s❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❞✉❛❧ t♦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s✱ s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡
r❡❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❋♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ftan ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ fnor ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✈❡rt❡① pi ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✳
❙✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s♠♦♦t❤✲
✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ♦♥ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✳ ❆ s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❡♥❞s
t♦ ❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❦♥♦✇♥ ❛s r✐❣✐❞✐t②✱ ❛❝ts ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤♦✇ s♣r❡❛❞ ✐s t❤❡
s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣♦s❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①
❛♥❣❧❡ ϕi ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✬s ❞✐s❝r❡t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① pi✱ t❤❡ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ϕ˜i ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
✈❛❧✉❡s ϕj ✿
ϕ˜i =
∑
pj∈Nη(i)
ϕj
|Nη(i)|
✭✸✳✷✺✮
✇❤❡r❡Nη(i) ✐s t❤❡ η✲t❤ ♦r❞❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ✈❡rt❡① pi ❛♥❞ |Nη(i)| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Nη(i) ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✮✳
❘❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s t❡♥❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ✭✐✳❡✳ ❛ s♣❤❡r❡ ❢♦r ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ✶✲
s✐♠♣❧❡①✮ ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✹❪✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ♣❧❛t❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮
✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❞♦❡s ♥♦t s❤r✐♥❦ t♦✇❛r❞s ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❞❛t❛
❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠ ✭✐✳❡✳ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✮✳
❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ η ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡ r✐❣✐❞✐t②✳ ▼❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η✳
■♥✈❡rs❡❧②✱ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡ ✇❤❡♥ η ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
r✐❣✐❞✐t②✱ t❤❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
❙❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥str❛✐♥t ❆ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ✐ts ✐♥✐t✐❛❧
s❤❛♣❡ ✐❢ ❜♦t❤ ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✮ ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞
❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✸✾
t❡r♠s✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦✇❛r❞s ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳
❖♥❧② ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t✱ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s❤❛♣❡ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r②
✐s ❛ ♣r✐♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❤❛♣❡✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②
❝♦♥❢❡rs ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛s ✸❉ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♣r✐♦r ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❆ s❡t ♦❢ P tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s {S1, . . . ,SP} ✇✐t❤ ♣♦✐♥t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❧❛♥❞♠❛r❦ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ P
tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s✮ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✇✐t❤ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ P♦✐♥t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥
▼♦❞❡❧s ✭P❉▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡♥✲
s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ P tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s
❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ Pr♦❝r✉st❡s ❆♥❛❧②s✐s ✭●P❆✮ ❬●♦♦❞❛❧❧ ✶✾✾✶✱ ●♦✇❡r ✶✾✼✺❪✱
✇❤✐❝❤ ❛❧✐❣♥s t❤❡ s❡t ♦❢ P tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s t♦ t❤❡✐r ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡❛♥ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❤❛♣❡s ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❤❡♥✱ ❛ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧ ✭❙❙▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✷✵✵✶❪ ✐s ❜✉✐❧t ❜② r❡✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ s❡t
♦❢ ♠♦❞❡s t❤❛t ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣
P❈❆ ❬❏♦❧❧✐✛❡ ✷✵✵✷❪✳
❆♥ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡ S ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ st❛t✐st✐❝s ❜②✿
S ≈ T (S+Φ b) ✭✸✳✷✻✮
✇❤❡r❡ ✈❡❝t♦r S ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡✱ Φ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ L ✭L ≤ P ✮ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s λi✮✱ b ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ T ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠✳
❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs b ❛♥❞
T ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❙❙▼ s♣❡❝✐✜❝✐t②✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❤❛r❞ ♦r s♦❢t✳
❍❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
− 3
√
λm ≤ bm ≤ 3
√
λm,∀m ∈ [1, L] ✭✸✳✷✼✮
❙♦❢t ❝♦♥str❛✐♥t s❝❛❧❡s bm t♦ ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❤②♣❡r❡❧❧✐♣s♦✐❞✿
∑
b2m/λm ≤ C,∀m ∈ [1, L] ✭✸✳✷✽✮
✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ C ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ χ2L ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢
❞❡t❛✐❧ ✭▲❖❉✮ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s ❬●✐❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ▲❖❉ ❛r❡ t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ❛
❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s ✭❙❙▼✮✱ t❤❡
♠❡s❤ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ♦♥❧② ❛❞♦♣t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❙❙▼ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ❜♦t❤ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t s✐♠♣❧❡① ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♥❡✇ t❛r❣❡t ♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✳
✸✳✸✳✺ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❉✉r✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✇❤♦s❡ r♦❧❡ ✐s t♦ ❛t✲
tr❛❝t t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠s✳ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡s✱
r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♠❡s❤
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❈r❡❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❧❡❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝✲
t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ t✐ss✉❡✳ ❱❛r✐♦✉s ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡s❤ ♠❛② ❜❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t♦
✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❥❡♦♣❛r❞✐③❡
t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛♥t ❡♥♦✉❣❤✱ ❡✳❣✳ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
✸✳✸✳✺✳✶ ●r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡s
❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ‖∇I‖2
❬❑❛ss ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽❪✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥ σ✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛r♦✉♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿
fext = ∇(‖∇I ⊗Gσ‖
2) ✭✸✳✷✾✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s s❡✈❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐rst✱ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✮ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❧✉r str✉❝t✉r❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r♦✉♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ❞❡t❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ✉s✉❛❧❧② ❛ s♠❛❧❧ s♣❛t✐❛❧ r❛♥❣❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡s❤
♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡ ♦♥❧② ✐❢ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✹✶
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✾ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✲
♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ③❡r♦
✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ♠❡s❤ ✇✐❧❧ ♥♦t
❝♦♥✈❡r❣❡✮✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s β ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ✈❡rt❡① ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ❬▼❝■♥❡r♥❡② ✫ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ✶✾✾✺❜❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r❝❡✳ ■♥ ❝❛s❡
♦❢ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✱ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✳
❆s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♠❛② ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ t♦ st❛② ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✿
fext =
∇(‖∇I ⊗Gσ‖
2)
‖∇(‖∇I ⊗Gσ‖2)‖
✭✸✳✸✵✮
❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥✱ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✈♦①❡❧ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❛ ❝♦st ♦❢ ❛ s❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ♥♦✐s② ❡❞❣❡s t♦♦✳
❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●r❛❞✐❡♥t ❱❡❝✲
t♦r ❋❧♦✇ ❬❳✉ ✫ Pr✐♥❝❡ ✶✾✾✽❪✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✱
❝♦♥t♦✉r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾✱
▼❝■♥❡r♥❡② ✫ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ✶✾✾✸❪✳ ❉✐st❛♥❝❡ ♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ❈❤❛♠❢❡r ♠❛s❦s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝♦♥✲
t♦✉r ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❬❈♦❤❡♥ ✶✾✾✷❪✳ ❈♦♥t♦✉r ❢♦r❝❡ ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳
❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦♥t♦✉r ✈♦①❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛t
❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐t✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ttr❛❝t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛t ❛ ❣r❡❛t s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❢♦r❝❡
❛❧❧♦✇s ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t♦✉rs ❬❘♦s❡♥❢❡❧❞ ✫ ❑❛❦ ✶✾✽✷❪✳ ❆ ♠❛♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛✐♥ ❝♦♥t♦✉rs
✐s ✉s✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾✱ ▼❝■♥❡r♥❡② ✫ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ✶✾✾✸✱ ❈♦❤❡♥ ✶✾✾✷❪✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ♥♦r♠ ✐♠❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦♦ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳
✸✳✸✳✺✳✷ ❘❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❙❤♦✉❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✐♠✲
❛❣❡ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts✱ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t str✉❝t✉r❡s t♦ s❡❣♠❡♥t ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤♦✉❣❤ ✉s✐♥❣ ❝♦♥t♦✉r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡
✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠❛② ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❬▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺❪✱ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐st ✐♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t r❡✲
❣✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t❤❛♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❩❤✉ ✫ ❨✉✐❧❧❡ ✶✾✾✻✱
❈♦❝q✉❡r❡③ ✫ P❤✐❧✐♣♣ ✶✾✾✺✱ ❘♦♥❢❛r❞ ✶✾✾✹❪✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❈♦❤❡♥ ✫ ❈♦❤❡♥ ✶✾✾✸❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛ r❡❣✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞
❛♥ ❡♥❡r❣② t❛❦✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝♦♥t♦✉r ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳
❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✐♥t❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦✜❧❡s ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❡♥s✉r✐♥❣
t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ●r❛❞✐❡♥t ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s s❛♠♣❧❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠❛② ❜❡ ✜❧t❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s t♦
❞❡✜♥❡ ③♦♥❡s ♥♦t t♦ ❜❡ ✜❧t❡r❡❞✱ s♦ t❤❛t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❜❧✉rr❡❞ ✭✐✳❡✳ s✐♠✐❧❛r❧② t♦
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❧t❡rs✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❧② ❤✐❣❤ ❣r❛❞✐❡♥t ♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡❞ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ❦❡♣t✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ✐s
♥❡❝❡ss❛r②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✭✐✳❡✳ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡s❤✮ ♦r
❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✭✐✳❡✳ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♠❡s❤✮✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠s
❛♥❞ t❡①t✉r❡✳
❍✐st♦❣r❛♠s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞
t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬P❛r❛❣✐♦s ✫ ❉❡r✐❝❤❡ ✷✵✵✵❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥t❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ Pr✐♥❝✐♣❧❡✳
❚❡①t✉r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✲
✉❡s ❬❈r❡♠❡rs ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠♦✲
♠❡♥t ♠❛tr✐①✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❬❇✐❣ü♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶❪✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❡①t✉r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ t❡♥s♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❬❇r♦① ✫ ❲❡✐❝❦❡rt ✷✵✵✹❪✳ ▼♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬▲❡✉♥❣ ✫ ▼❛❧✐❦ ✷✵✵✶❪✳
✸✳✸✳✺✳✸ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
✈❡rt✐❝❡s t♦✇❛r❞s ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦r ✈♦①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s
✜❡❧❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t s♠♦♦t❤ ❛t ❛❧❧✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐rr❡❣✉❧❛r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉✲
♠❡r♦✉s ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♦r ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①tr❛❝t✐♦♥
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✹✸
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✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ✜❡❧❞
♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♦r ❢❛❧s❡
♥❡❣❛t✐✈❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ✉s✉❛❧❧②
✐rr❡❣✉❧❛r✳ ❲✐t❤ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ ✭❜✮ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞✳
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ ❧❡❢t✮✳
❲✐t❤ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ♠❛② ❜❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ s✐③❡ η ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ r✐❣❤t✮✿
∀i, fext(pi) =
1
|νη(i)|
∑
pi∈νη(i)
fext(pj) ✭✸✳✸✶✮
❚❤❡ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡ ✐s s♠♦♦t❤❡❞✳
✸✳✸✳✺✳✹ ■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♦r t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡①t✉r❡s ♦r ♦r❣❛♥s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦♥❣
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ❇② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✜♥❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ♠❛❦❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♠♦r❡ r♦❜✉st✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② s❛♠♣❧✐♥❣
st❡♣✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✉s✐♥❣ ✈♦①❡❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ✇✐❞t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢
❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣ ❬❇r❡❥❧ ✫ ❙♦♥❦❛ ✷✵✵✵❪✳
■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦♦❧s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡② ♠❛② ❡①t❡♥❞ ✐♥✇❛r❞✱ ♦✉t✇❛r❞ ♦r ❜♦t❤
s✐❞❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✮✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s ❛❝t ❛s ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ♦r ❣❧♦❜❛❧
❢❡❛t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ✐s♦♣❤♦t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❡①t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ✜❧t❡rs✮✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❙❆▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✹✱ ❈♦♦t❡s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪✳ ■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞
✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❝r❡❛t❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✭r❡❞
❧✐♥❡✮ ❛t ❛ ✈❡rt❡① ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡✮✱ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭❜❧✉❡ sq✉❛r❡s✮ ♠❛② ❜❡ s❛♠♣❧❡❞✿ ✭❛✮ ✐♥✇❛r❞✱
✭❜✮ ♦✉t✇❛r❞✱ ♦r ✭❝✮ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳
✐♥ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛♥❞♠❛r❦✳ ❉✉r✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❧❛♥❞♠❛r❦ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❛r❝❤
✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛♥❞♠❛r❦✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ t❤❡✐r ❜❛s✐❝
❢♦r♠✱ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ♣❧❛✐♥ ♣✐①❡❧✴✈♦①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s s❛♠♣❧❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦♦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦✜❧❡s✳
■♥ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡
✐♠❛❣❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❬●✐❧❧❡s ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦
❜❡tt❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ♦r❣❛♥ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ✉s✲
✐♥❣ t✇♦ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦✜❧❡s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r
❢❛❝❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪✳ ❋♦r ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ r❛❞✐♦❣r❛♣❤s✱
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❣❛✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❬❇❡❤✐❡❧s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❬❇r❡❥❧ ✫ ❙♦♥❦❛ ✷✵✵✵❪✳ ❆ t❤♦r♦✉❣❤ st✉❞② ♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ✸❉ ♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳ ❆ st✉❞② ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡
❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳
❲❤❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♠✉❧t✐✲
♣❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✭❡✳❣✳ ✉s✐♥❣
P❈❆ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✹✱ ❈♦♦t❡s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪✮✳ ❉✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡❢♦r♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ s♦ t❤❛t ♣r♦✜❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳
❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡s✮ ♠❛t❝❤ t♦ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡s✳
❆t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s
t❤❡ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡s ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✮✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❛♠♣❧✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t st❡♣✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛♥ t❤❡
♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡ ✭✐✳❡✳ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✉s✐♥❣ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
❖t❤❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❬▼❛❡s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪✳
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✹✺
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♦✛s❡t ❞✐st❛♥❝❡ ✭♦r❛♥❣❡ ❛rr♦✇✮
t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡
♣r✐♦r ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡ ✉s❡s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✱
✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣r♦✜❧❡s✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❇✉③✉❣ ✫ ❲❡❡s❡ ✶✾✾✽✱
P❡♥♥❡② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽✱ ❘♦❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❜✱ ❘♦❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❛❪✳ ▼♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛✲
s✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡✲
r✐♦♥ ❬▼♦♥t❛❣♥❛t ✶✾✾✾❪✳
▲❡t {yi}i∈[1,d] ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❝✉rr❡♥t
♣r♦✜❧❡✮ ❛♥❞ {xi}i∈[1,d] ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡✱ ✇❤❡r❡ d
✐s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❛t ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣r♦✜❧❡✳
▲❡t y¯ ❛♥❞ σy ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t {yi}✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▲❡t {µi}i∈[1,d] ❛♥❞ {σi}i∈[1,d] ❜❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡ ✭✐✳❡✳
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡ {xi} ♦✈❡r ❛ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤❡s✮✳
▲❡t µ¯ ❛♥❞ σµ ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t {µi}✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
µ¯ =
1
d
d∑
i=1
{µi} ✭✸✳✸✷✮
σµ =
√√√√1
d
d∑
i=1
({µi} − µ¯)
2 ✭✸✳✸✸✮
✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❙✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②
✈❛❧✉❡s✿
C({yi}, {µi}) =
1
d
d∑
i=1
|{yi} − {µi}| ✭✸✳✸✹✮
❚❤♦✉❣❤ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ st❛t✐❝❛❧❧② r♦❜✉st✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✭✐✳❡✳ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦
♥♦✐s❡ ♥♦r ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ✐♠❛❣❡s✮✳
▲✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ✐s r♦❜✉st ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✿
C({yi}, {µi}) =
(
∑d
i=1{yi}{µi})
2∑d
i=1{yi}
2
∑d
i=1{µi}
2
✭✸✳✸✺✮
■♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✱ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ {yi} ❛♥❞ {µi}✳
❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❚❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ✐s r♦❜✉st ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✿
C({yi}, {µi}) =
1
d2σ2yσ
2
µ
(
d∑
i=1
({yi} − y¯)({µi} − µ¯)
)2
✭✸✳✸✻✮
❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ {yi}
❛♥❞ {µi}✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♠♣r♦✈❡s r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
❝❤❛♥❣❡ ❛❝r♦ss ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛✣♥❡ t❡r♠s✱ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ♠❛② ❜❡
✉s❡❞ ❬❍♦❧❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✳
▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♠❡s❤❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦✜❧❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ ✐s
s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ t❛❦❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿
C({yi}, {µi}) =
√√√√ d∑
i=1
({yi} − {µi})
2
{σi}2
✭✸✳✸✼✮
✸✳✸✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✹✼
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✭❜❧✉❡ sq✉❛r❡s✮ ❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt❡① ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡✮ ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✭❣r❡❡♥ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥✮ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦
❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ❢❡❛t✉r❡s N = 11760 ✈❡rt✐❝❡s
❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s t♦ ❡♥s✉r❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳
❊❛❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✭✐✳❡✳ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ {yi} ❛♥❞ {µi}✮✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σi ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡✱ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
C({yi}, {µi}) =
√
(y − µ)TΣ−1i (y − µ) ✭✸✳✸✽✮
✸✳✸✳✺✳✺ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
❚②♣✐❝❛❧ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
♠❡❛♥ µi ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σi✮ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s xi ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡s❤ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ✭s❡❡ ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✮✳
❆s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ dM ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✽ ❛s✿
dM (y) =
√
(y − µi)
TΣ−1i (y − µi) ✭✸✳✸✾✮
✇❤❡r❡ y ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σi ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❛✈♦✐❞ ❛♥② s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❬❙❝❤ä❢❡r ✫ ❙tr✐♠♠❡r ✷✵✵✺❪✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦♦t❡s ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪✱
✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ dM ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐①✳
●✐✈❡♥ ❛ P❈❆ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ N ♣r♦✜❧❡s xi✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠❛tr✐① Φi✱
t❤❡ m ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λil ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ µi✱ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡
dM ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
dM (y) =
m∑
l=1
√
b2il
λil
✭✸✳✹✵✮
✇❤❡r❡ bi = (bi1, . . . , bim)T ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜t yˆ ♦❢ y
❣✐✈❡♥ t❤❡ P❈❆ ♠♦❞❡❧✿
bi = Φ
T
i (yˆ − µi) ✭✸✳✹✶✮
❯s✐♥❣ P❈❆ ❡♥❛❜❧❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥
❛ s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t st✐❧❧ r❡t❛✐♥s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ ❛♥ ❡✐❣❡♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① Σi ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥
♦r❞❡r ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛ r❛t✐♦ ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R ✭R ∈ [0, 1]✮
✐s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐s s❡❧❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❛t✐♦ R ✭❡✳❣✳ R = 0.9✮✳
❉✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ P❈❆ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❬●✐❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱
❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪✳
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✉❝❤ ❛s ♦r❣❛♥s✱
❜♦♥❡s ❛♥❞ t✐ss✉❡s✳ ❲❡ ✇❡r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐✳❡✳ ♠❡s❤ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦t❤
✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
❆s ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡
❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❡r✲
t❛✐♥ ✈❡rt❡① ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶ ❡♥s✉r❡s t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ♠❡s❤❡s ✇❤❡♥
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡✜♥❡✲
♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ t♦ ❝r❡❛t❡ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳
✸✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✹✾
❆s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ♥❡✇ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡①
♠❡s❤❡s✱ t❤❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭✐✳❡✳ t♦ r❡❣✐♦♥❛❧❧② ❡♥❤❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✲
❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ P❈❆ ✭✐✳❡✳ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♥❡✇ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✮✳
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✭❙❆▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ Pr✐♥❝✐✲
♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾✱ ●✐❧❧❡s ✷✵✵✼❪✳ ❆❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s
✭❆❙▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✹❪ ❛r❡ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡
tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛♥❞♠❛r❦
❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ ❛ P❈❆ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❆❝t✐✈❡ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✭❆❆▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙▼✱ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❆❙▼✱ ❛ P❈❆ ✐s ❜✉✐❧t✱ t❤♦✉❣❤ ♦♥ t❡①t✉r❡s
t❤✐s t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ ♦❢ t❡①t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳
❙❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s ♠❛② ❜❡ r❛✐s❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ♣♦✐♥ts ❢♦r ✸❉ str✉❝t✉r❡s ✐s
✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❛t s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✿ ④✭❛✮✱✭❜✮⑥ ❛t ✈❡rt❡❜r❛❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ④✭❝✮✱✭❞✮⑥ ❛t ❧✉♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ❢❡❛t✉r✐♥❣ N = 11760 ✈❡rt✐❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❧✐✈❡r
✐♠❛❣❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ t♦ ❡♥s✉r❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✭❜❧✉❡ ♣♦✐♥t✮ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
❋r♦♠ ④✭❛✮✱✭❜✮⑥✱ ♥♦t❡ ❤♦✇ t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛❡ ✭✐✳❡✳ ✇❤✐t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✲❧✐❦❡ r❡❣✐♦♥✮ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐♥ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ✐s s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡ ✭❜✮✳ ❋r♦♠ ④✭❝✮✱✭❞✮⑥✱
♥♦t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❧✉♥❣s ✭✐✳❡✳ ❜❧❛❝❦ r❡❣✐♦♥✮ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐♥ ❧✐✈❡r
✐♠❛❣❡ ✭❝✮ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡ ✭❞✮✳
❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❣✐st❡r✐♥❣ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐s st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✲
✐♥❣ ❬❉❛♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ❏♦s❡♣❤s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✱ ❍❡✐t③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✱ ●✉❡st ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳
❆ s❡❝♦♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠♦st ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❆❆▼ ✐s t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♦❢✲
t❡♥ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♠❡s❤❡s ❡♥s✉r❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡s❤❡s✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✭s❡❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳
❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♠❛② ❣r❡❛t❧② ✈❛r② ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♠❛② ❣r❡❛t❧② ✈❛r② ✭✐✳❡✳ s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✮✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭✐✳❡✳ ❞✉❡ t♦ ❛ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✱
✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳
❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✭▼P❆▼✮ ❛s ❛ ♥♦✈❡❧ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❬❈❤✉♥❣ ✫ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✷✵✵✾❪✳ ❯♥❧✐❦❡ P❈❆✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❣✐♦♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t②
✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺✸
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✭✐✳❡✳ ♦✈❡r ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♠❡s❤❡s✮✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ✇❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s ♦✉r ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ▼P❆▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ s❡t ♦❢ P ♠❡s❤❡s Mp ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❡s❤❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ♦r ❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳
❆t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① pi ♦❢ ♠❡s❤ Mp✱ d r❡❣✉❧❛r❧② s❛♠♣❧❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ t♦
❜✉✐❧❞ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥♦t❡❞ xpi ✱ t❤❛t
♠❛② ❡①t❡♥❞ ✐♥✇❛r❞✱ ♦✉t✇❛r❞ ♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛♣t✉r✐♥❣ r❛✇ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✳
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1
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Prior Model
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ P✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼P❆▼✮ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛♥❞ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼ ✭◆❊▼✮
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❧✉st❡r ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ✉s✐♥❣
❛♥ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✱ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉③③②
❈✲▼❡❛♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ❛♥②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ♥❡✇ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥s✮✱ ❛ ❤②♣❡r♣❛✲
r❛♠❡t❡r✱ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❢❛s❤✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳✶✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳✷✮✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✮✳
❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ▼P❆▼ ♦✉t ♦❢ P ❞❛t❛s❡ts r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚✇♦ st❡♣s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ t❛s❦✳
❋✐rst✱ ❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ P ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t✐ss✉❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ♠❡r❣❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥
t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧❛ss❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ P ♠❡s❤❡s ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚✇♦ t②♣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t♦ t❡st s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✿ ❇❛❜♦♦♥ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ▲❡♥❛ ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s
④✭❛✮✱✭❝✮⑥✱ t❤❡ ❑✲▼❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ✉s✐♥❣✿ ✭❜✮
K ❂ ✻ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ ✭❞✮ K ❂ ✽ ❝❧✉st❡rs✳
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ P ♠❡s❤❡s
✐♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
▼P❆▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✮✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① pi ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
γ˜mi t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s✳
❚❤❡ ▼P❆▼ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐✈❡rs ❛♥❞ t✐❜✐❛ ❜♦♥❡s
✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✮✳
✹✳✷ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✹✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡s
❈❧✉st❡r✐♥❣ ❬❑♦ts✐❛♥t✐s ✫ P✐♥t❡❧❛s ✷✵✵✹❪ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s
✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐♥t♦ K ❝❧✉st❡rs✱
♦r s✉❜s❡ts ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❣r♦✉♣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦
❝❧✉st❡rs s♦ t❤❛t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦①✐♠✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡
✭❡✳❣✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✱ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s✱ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❛♥❞ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✮✳
▼♦st ♣♦♣✉❧❛r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ❬❇❡③❞❡❦ ✶✾✽✶❪
❛♥❞ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✼❪✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ❤✐✲
❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ❡✐t❤❡r ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ❜♦tt♦♠✲✉♣✮ ♦r
❞✐✈✐s✐✈❡ ✭✐✳❡✳ t♦♣✲❞♦✇♥✮✱ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❲❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞
s✉❜s♣❛❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❬❑r✐❡❣❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❏❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✳
✹✳✷✳✷ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s
❚❤❡ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ✭❋❈▼✮ ❬❇❡③❞❡❦ ✶✾✽✶✱ ❉✉♥♥ ✶✾✼✸❪ ✐s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉③③② ❧♦❣✐❝ ❬❩❛❞❡❤ ✶✾✻✽✱ ❩❛❞❡❤ ✶✾✻✺❪✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❋❈▼ ✐s t♦
❝❧❛ss✐❢② N ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts xi t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs K ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❢♦r ❛♥
✹✳✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✺✺
❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✷❉ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Jm ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✿
Jm =
N∑
i=1
K∑
k=1
(γki )
m ‖ xi − µk ‖
2 ✭✹✳✶✮
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ m ✐s ❛
❢✉③③✐♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭m 6 1 6 ∞✮✱ γki ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ xi ✐♥ ❝❧✉st❡r
k✱ xi ✐s t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ i✲t❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ µk ✐s t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝❧✉st❡r
k ❛♥❞ ‖ xi − µk ‖ ✐s ❛ ♥♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ µk✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Jm✱ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ γki ❛♥❞ ❝❧✉st❡r
❝❡♥t❡rs µk ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s✿
γki =
1∑K
k=1
‖xi−µk‖
‖xi−µk‖
 2m−1 ✭✹✳✷✮
µk =
∑N
i=1(γ
k
i )
mxi∑N
i=1(γ
k
i )
m
✭✹✳✸✮
❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st♦♣s ❡✐t❤❡r ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♦r ✇❤❡♥
❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✿
♠❛①ik{‖ (γ
k
i )
(t+1) − (γki )
(t) ‖} < ε ✭✹✳✹✮
✇❤❡r❡ ε ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❋❈▼ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭✐✳❡✳ ✐t ♠❛② ❜❡
❧♦❝❛❧✮✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥
❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❝❡♥t❡rs✳
❯♥❧✐❦❡ ❑✲▼❡❛♥s ❬▼❛❝◗✉❡❡♥ ✶✾✻✼❪ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ xi ✐s s❤❛r♣❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡
❝❧✉st❡r ✭γki ❂ ✵⑤✶✮✱ ❋❈▼ ❛❧❧♦✇ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✭✐✳❡✳
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿ ✵ ❁ γki ❁ ✶✱
∑K
k=1 γ
k
i ❂ ✶✮ t♦ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣ ❢✉③③✐♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t
m✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r k ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❧❡ss ❞❡❣r❡❡
♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ❝❡♥t❡r µk✳ ❋❈▼ ❜r✐♥❣ t❤✉s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❑✲▼❡❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② s♣❡❝✐❢② ✇❤❡t❤❡r ❛ ❞❛t❛
♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ♦r ♥♦t✳
❚❤❡ ❢✉③③✐♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t m ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳
❲❤❡♥ m ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✶✱ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❋❈▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✸✵✵ ✷❉ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✿ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ❝❧✉st❡r❡❞✱ ❛♥❞ ✭❜✮ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❋❈▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ K ❂ ✻ ❝❧✉st❡rs✳
❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r ❛♥❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥t❡r ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ✭♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❋✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r
❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❜❧❛❝❦ ❝r♦ss❡s✳
✇❡✐❣❤t t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢❛r ❛✇❛② ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❑✲▼❡❛♥s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r m✱
t❤❡ ❢✉③③✐❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ γki ✳ ■♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ m ✐s s❡t t♦ ✷✳ ■♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❋❈▼✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❢♦r t✐ss✉❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❬P❛r✈❡❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❋♦rs②t❤ ✫ P♦♥❝❡ ✷✵✵✷❪
❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬❑❛r❛②✐❛♥♥✐s ✫ P❛✐ ✶✾✾✺❪✳
✹✳✷✳✸ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋❈▼✱ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❊▼✮ ✐s ❛ ♠♦r❡ st❛t✐st✐✲
❝❛❧❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❜r♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❬❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✼✱ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ✫ ❑r✐s❤♥❛♥ ✶✾✾✻❪✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❊▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥
❡❛❝❤ ❝❧❛ss t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
✷❉ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳ ❊▼ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t xi t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss k✳
❙❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✉❝❤ ❛s✿
❼ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬◆✉②ts ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❍❡❜❡rt ✫ ▲❡❛❤② ✶✾✽✾❪
❼ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❏✐❛♥❣ ✫ ❑❡❝❡❝✐♦❣❧✉ ✶✾✾✷✱ ❏✐❛♥❣ ✶✾✾✶❪
❼ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ✫ P❡❡❧ ✷✵✵✵✱ ▲❛③❛rs❢❡❧❞ ✫ ❍❡♥r② ✶✾✻✽❪
❼ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❈❤✉♥❣ ✫ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✷✵✵✾✱ ❳✉ ✫ ❏♦r❞❛♥ ✶✾✾✻❪
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②
❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✹✳✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✺✼
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✷✺✵ ✷❉ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✿ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ❝❧✉st❡r❡❞✱ ❛♥❞ ✭❜✮ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ K ❂ ✺ ❝❧✉st❡rs✳
❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ❜♦t❤ ✐ts ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳
✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭●▼▼✮✳ ❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛r❡ t♦ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✲
❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬❇♦rs❜♦♦♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸✱
❈❡❧❡✉① ✫ ●♦✈❛❡rt ✶✾✾✺❪✳ ❲✐t❤ ●▼▼✱ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ K ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ K ❝❧❛ss❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❋❈▼ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮✳
❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊▼
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ K✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ Θ✿
Θ = {pi1, . . . , piK ,µ1, . . . ,µK ,Σ1, . . . ,ΣK} ✭✹✳✺✮
✇❤❡r❡ pik ✐s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ µk t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ Σk t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
♦❢ ❝❧❛ss k✳
●▼▼ ❛r❡ ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r✐❝❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿
Gµk,Σk(xi) =
❡①♣
− 0.5 (xi − µk)T Σ−1k (xi − µk)
(2pi)
d
2 |Σk|
1
2
✭✹✳✻✮
❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t❡ ✭▼▲❊✮
♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✿
p(xi|Θ) =
K∑
k=1
pik p(xi|k, θk) ✭✹✳✼✮
✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✇❤❡r❡ pik ✐s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✵ ❁ pik ❁ ✶✱
∑K
k=1 pik ❂ ✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss k ✐♥t♦ t❤❡ ●▼▼✱ ❛♥❞ p(xi|k, θk) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿
p(xi|k, θk) = Gµk,Σk(xi) ✭✹✳✽✮
❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✻ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ Σk ✐s ♥♦♥ s✐♥❣✉❧❛r✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡
❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♠❡t✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❊▼ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿
L(Θ) =
N∑
i=1
❧♦❣(p(xi|k, θk)) ✭✹✳✾✮
❋♦r ❡❛❝❤ ❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ st❡♣s✿ t❤❡
❊✲st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ▼✲st❡♣✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲st❡♣✱ ♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❢
❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss✮ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s γki
✭✐✳❡✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❋❈▼✬s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✮✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣♦st❡r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s γki ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡✿
γki =
pik Gµk,Σk(xi)∑K
l=1 pil Gµl,Σl(xi)
✭✹✳✶✵✮
✇❤❡r❡ Gµl,Σl(xi) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✻✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ▼✲st❡♣✱ ♦r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❊✲st❡♣ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs pik✱ µk ❛♥❞ Σk✿
pik =
1
N
N∑
i=1
γki ✭✹✳✶✶✮
µk =
∑N
i=1 γ
k
i xi∑N
i=1 γ
k
i
✭✹✳✶✷✮
✹✳✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✺✾
Σk =
∑N
i=1 γ
k
i (xi − µk)(xi − µk)
T∑N
i=1 γ
k
i
✭✹✳✶✸✮
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ pik✱ µk ❛♥❞ Σk ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s γki ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✵✮✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❊✲st❡♣✱ ✐s ✉s❡❞✳
❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ss✉r❡❞ s✐♥❝❡ ❊▼ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛t
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❬◆❡❛❧ ✫ ❍✐♥t♦♥ ✶✾✾✽✱ ❍❛t❤❛✇❛② ✶✾✽✻✱ ❈s✐s③ár ✫ ❚✉s♥á❞② ✶✾✽✹❪✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ❋✉③③② ❈✲
▼❡❛♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❬❋❧❛♥❞✐♥ ✷✵✵✹❪✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ♠❛②
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss❡s ❢❡❛t✉r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σk ❛♥❞ ❡q✉❛❧ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts pik✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ●▼▼ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉③③② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❍❛t❤❛✇❛② ✶✾✽✻❪✳
❚❤✐s ❢✉③③② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ L ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✾✿
L(Θ) =
K∑
k=1
N∑
i=1
γki log(pik G(xi|µk,Σk))−
K∑
k=1
N∑
i=1
γki log(γ
k
i ) ✭✹✳✶✹✮
✇❤❡r❡ G(xi|µk,Σk) ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❆s ❢♦r ❋❈▼✱ ❊▼ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❛t
♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❜② ✉s✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥s✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s
❛♥❞ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❊▼ ✐s ✉s✉✲
❛❧❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❑✲▼❡❛♥s ❬▼❛❝◗✉❡❡♥ ✶✾✻✼❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ ♠❡❛♥s µk ❛♥❞
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σk ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❑✲▼❡❛♥s ❝❧✉st❡r✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts pik✱ t❤❡② ♠❛② ❜❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❑✲▼❡❛♥s ❝❧✉st❡r✳
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ●▼▼ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐ss✉❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛❧❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts xi ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r
µk ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ●▼▼ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦s
✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✸✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk ♠❛② ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥
d ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ✭✐✳❡✳ ❞❛t❛
♣♦✐♥t✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✻ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞
❛♥❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✾ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♥♦t ❛ ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛✉t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥✳
❙❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
■♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛❧❧ ●▼▼ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ❛t ❡❛❝❤ ❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✭❡✳❣✳ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✸ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
✹✳✷✳✹ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼
❚❛❦✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ❤❡❧♣ ✐♥ ❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛s ✐t ♠❛② ❡♥❤❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛s ♥❡✇
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ✉s✐♥❣
▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ✭▼❘❋✮✱ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❛❦❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ▲❡❡♠♣✉t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r
❋❈▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❈❤✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱ ❯❞✉♣❛ ✫ ❙❛❤❛ ✷✵✵✸❪✱ ❊▼ ✐s ✉s✉❛❧❧②
♣r❡❢❡rr❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠✳
❚❤❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼ ✭◆❊▼✮ ❬❆♠❜r♦✐s❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪ ✐s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ L(Θ) ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✹✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r βn t❛❦✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿
L(Θ) = L(Θ) + βn
K∑
k=1
N∑
i=1
N∑
j=1
(γki γ
k
j vij) ✭✹✳✶✺✮
✇❤❡r❡ vij ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts xi ❛♥❞ xj ✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r t❡r♠ L(Θ) ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊▼ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② βn✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤✐s t❡r♠ ✐s✳
❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❛❧✉❡ vij ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛tr✐① V t❤❛t s❡ts t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✿
vij ❂ Ω ❃ ✵ ✐❢ xi ❛♥❞ xj ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❂ ✵ ✐❢ xi ❛♥❞ xj ❛r❡ ♥♦t ♥❡✐❣❤❜♦rs
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❛tr✐① V ✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♥❡✐❣❤❜♦r✲
✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❬❆♠❜r♦✐s❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐s
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✻✶
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t xi ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡
❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡✳
❚✇♦ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳
❋✐rst✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣r❛♣❤ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬●r❡❡♥ ✫ ❙✐❜s♦♥ ✶✾✼✽❪ ♦r ●❛❜r✐❡❧ ●r❛♣❤ ❬●❛❜r✐❡❧ ✫ ❙♦❦❛❧ ✶✾✻✾❪✳
❚❤❡♥✱ ❊▼ ♠✉st ❜❡ r✉♥ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
◆❊▼ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ L(Θ) ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊✲st❡♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛
✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✵✱ ♥❡✇ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② {γk,ti }NEM ❛t ◆❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥ t ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
{γk,ti }NEM =
pik Gµk,Σk(xi) ❡①♣
(
βn
∑N
j=1(γ
k,t
j vij)
)
∑K
l=1
[
pil Gµl,Σl(xi) ❡①♣
(
βn
∑N
j=1(γ
l,t
j vij)
)] ✭✹✳✶✻✮
✇❤❡r❡ βn ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ pil t❤❡ ♠✐①✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss l✱ ❛♥❞ γl,tj t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r xj t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦
❝❧❛ss l ❛t ◆❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥ t ✭❛t ✜rst ◆❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ γkj ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥
✐s ✉s❡❞✮✳
❚❤❡ ❊✲st❡♣ ❜❡❝♦♠❡s ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❛
♣♦✐♥t xi ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✇❤♦s❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
✉♣❞❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ◆❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤✉s ♥❡❡❞❡❞
t♦ r❡❛❝❤ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ ◆❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
βn✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ◆❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❯♥❧✐❦❡ ❊✲st❡♣✱ t❤❡ ▼✲st❡♣ st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❊▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ④pik✱ µk✱ Σk⑥
❛r❡ t❤✉s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {γki }NEM ✳
✹✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✹✳✸✳✶ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡s❤ Mp ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●▼▼✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✼✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s Kp ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♠❡s❤Mp ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✺✱ ♦t❤❡r ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭✐✳❡✳ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✭✐✳❡✳ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮✳
✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ µpk✱
Σ
p
k✱ pi
p
k ❛♥❞
pγki ❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡ k ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠❡s❤ Mp ✭1 ≤ p ≤ P ✮✳
✹✳✸✳✶✳✶ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❜❡❝❛✉s❡ ❊▼ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♥❡ t♦ ❡rr♦rs ♥♦r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳
❚❤♦✉❣❤ ❊▼ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❑✲▼❡❛♥s✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✐t ✇✐t❤ ❋❈▼✱ s✐♥❝❡
t❡sts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ♣r♦✈❡❞ ❋❈▼ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡
t❤✉s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❈▼✳
❆❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❋❈▼ ❞❛t❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✈❛❧✉❡s {pγki }❢❝♠ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ t♦
✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❊▼ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {pγki }❡♠✿
{pγki }❡♠ = {
pγki }❢❝♠ ✭✹✳✶✼✮
❇♦t❤ ❋❈▼ ❞❛t❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✈❛❧✉❡s {pγki }❢❝♠ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs {µ
p
k}❢❝♠ ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❊▼ ♠♦❞❡ ♠❡❛♥s {µpk}❡♠✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σ
p
k ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts pipk ✐♥ ♦♥❡ ▼✲st❡♣✿
{µpk}❡♠ =
∑N
i=1{
pγki }❢❝♠ xi∑N
i=1{
pγki }❢❝♠
✭✹✳✶✽✮
Σ
p
k =
∑N
i=1{
pγki }❢❝♠(xi − {µ
p
k}❢❝♠)(xi − {µ
p
k}❢❝♠)
T∑N
i=1{
pγki }❢❝♠
✭✹✳✶✾✮
pipk =
1
N
N∑
i=1
{pγki }❢❝♠ ✭✹✳✷✵✮
❋❈▼ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs✳
✹✳✸✳✶✳✷ ❈♦♣✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛
❙✐♥❝❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐ss✉❡✱ ❛s ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ s❛♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✮✳
■❢ ❛ ♣r♦✜❧❡ ♣❛rt❧② ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❞❡❢❛✉❧t
✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ t♦ t❤✐s ♣❛rt ✭❡✳❣✳ ✵✳✵ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡✮✳ ❆♥ ✐♥t❡♥s✐t②
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✻✸
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ▲✐✈❡r ♠❡s❤ ❝❧♦s❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ✭❛✮ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✷❉ s❧✐❝❡✱ ❛♥❞
✭❜✮ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ✐♠❛❣❡✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
t❤❛t ❡①t❡♥❞ ♦✉t✇❛r❞ ✭r❡❞ ❛rr♦✇s✮ ❧❛② ♦✉ts✐❞❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❛r❡
t❤✉s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡② ❤❛✈❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✉❡ss t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✬s
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✿
❞❛t❛ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥② s✉❜st✐t✉t❡ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛♥② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♠✐s❣✉✐❞❡ t❤❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡s✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ ✐♥t❡♥s✐✲
t✐❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
❚♦ ✉s❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛ ✈❛❧✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❛♥❣❡ di ≤ d ✐s ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ xi✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✳
■♥ t❤❡ ❊✲st❡♣✱ t❤❡ t❡r♠ exp((xpi )
T (Σpk)
−1(xpi )) ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞
❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❛♥❣❡ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❜② d/di✳ ■♥ t❤❡ ▼✲st❡♣✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞❡① ✉ ♦❢ t❤❡
♣r♦✜❧❡ ✭1 ≤ u ≤ d✮✳ ❋❈▼ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦
❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡s✳
✹✳✸✳✶✳✸ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❊▼ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✾✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦
❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦r ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤② s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♠❛②
❛r✐s❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σpk ❢♦r d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✭t②♣✐❝❛❧❧② d ≈ 10✮ ♠❛② ♦❝❝✉r ❞✉❡
t♦ ❛ ❝♦❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭t②♣✐❝❛❧❧② N ≈ 4000 ✈❡rt✐❝❡s✮ ♦❢ t❤✐s ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❬❇✐s❤♦♣ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❛t❛ ❢❡❛t✉r✐♥❣
s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉r ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡
✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
Σ
p
k ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r h ✭0 ≤ h ≤ 1✮ ❬❈❤✉♥❣ ✫ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙♣❡❝tr❛❧ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s
❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ Σpk = PΛP
T ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✲
✉❡s ❁ h✮ ❛r❡ s❡t t♦ ✶✪ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♠❛tr✐① Λˆh✳
❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
h(Σpk)
−1 = PΛˆ−1h P
T ✭✹✳✷✶✮
❚❤✐s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ P❈❆ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❜②
❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s r❡❣✉❧❛r✲
✐③❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r h✳
❚❤❡ u, v ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛tr✐① hΣpk ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
h(Σpk)u,v = (1− h)(Σ
p
k)u,v + h δu,v (Σ
p
k)u,v ✭✹✳✷✷✮
✇❤❡r❡ δu,v ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r s②♠❜♦❧✳
❚❤❡ ❤✐❣❤❡r h✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❧✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❬❙❝❤♥❡✐❞❡r ✷✵✵✶❪✳
❚❤❡ ❧❛st ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❈♦♥st❛♥t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ r❡❣✉❧❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐① Id tr(Σpk)/M ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r h✿
h(Σpk) = (1− h) (Σ
p
k) + h Id tr(Σ
p
k)/M ✭✹✳✷✸✮
❲✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❉✐❛❣✲
♦♥❛❧ ❛♥❞ ❈♦♥st❛♥t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ h = 0.9 ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐✈❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
✹✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✷✳✶ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ♦r ♠♦❞❡s✱
t❤❛t ❜❡st r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ♣❛r✲
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✻✺
t✐t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡
❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ✭✐✳❡✳ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✜t ❛t ❜❡st t❤❡ ❞❛t❛✮✳ ❙✉❝❤ ❛ t❛s❦ ✐s
✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭✐✳❡✳ K = 2, 3, . . . , kmax✮ ❛♥❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
✉♥❞❡r ❛♥❞ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s✳
❯♥❞❡r✲✜tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦rr❡❝t❧②
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♥♦♥ s✐♠✐❧❛r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳
■♥ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✱ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t♦♦ ♠❛♥② ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s
t♦ s✐♠✐❧❛r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦♦ ♠❛♥② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
❞❛t❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ▼♦st ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♦✈❡r✲✜t✱ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ♦r
✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐♥ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✇❛② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❬❑✇♦♥ ✶✾✾✽✱
P❛❧ ✫ ❇❡③❞❡❦ ✶✾✾✺❪✳
❲❤❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❋❈▼✱ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝❧✉st❡r ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥❞✐❝❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡②
❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❊▼✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞
st✉❞② ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●❤❡✐ss❛r✐ ✫ ❇❛❜✲❍❛❞✐❛s❤❛r ✷✵✵✽❪✳
▼❛♥② ❝❧✉st❡r ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥❞✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❇♦✉❞r❛❛ ✶✾✾✾✱
❩❛❤✐❞ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✱ ❑✇♦♥ ✶✾✾✽✱ ❘❡③❛❡❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽✱ ❋✉❦✉②❛♠❛ ✫ ❙✉❣❡♥♦ ✶✾✽✾❪✳ ❚❤❡②
t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✿ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❈❧✉st❡rs ❛r❡ ❡♥✲
❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❝♦♠♣❛❝t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
❛s s❡♣❛r❛t❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥✮ ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳
❇♦t❤ ❇❡③❞❡❦✬s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t υPC ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥tr♦♣② υPE ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❳✐❡✲❇❡♥✐✬s ✐♥❞❡① υXB✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❑✐♠✬s υOS ❛♥❞ ❙❛❤❛✬s
❋✉③③② ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ υFV Q ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳
❇❡③❞❡❦✬s ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s P❛rt✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t υPC ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥tr♦♣② υPE
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡③❞❡❦ ❬❇❡③❞❡❦ ✶✾✼✹❜✱ ❇❡③❞❡❦ ✶✾✼✹❛❪ ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst
❝❧✉st❡r ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥❞✐❝❡s✿
υPC =
∑N
i=1
∑K
k=1(γ
k
i )
2
N
✭✹✳✷✹✮
υPE = −
1
N
N∑
i=1
K∑
k=1
[γki ❧♦❣a(γ
k
i )] ✭✹✳✷✺✮
❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ υPC ✱ ♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ υPE ✱ s✐♥❝❡ ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡s ♦❢ γki ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛❝t ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t ♦♥❧② ♣♦st❡✲
r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s γki ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡②
❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❢❡❛t✉r❡ ✇❡❛❦
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
❳✐❡✲❇❡♥✐✬s ✐♥❞❡① ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ❳✐❡ ❛♥❞ ❇❡♥✐ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥❞❡①
υXB ❬❳✐❡ ✫ ❇❡♥✐ ✶✾✾✶❪ t❤❛t ❡♥❝♦✉r❛❣❡s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✿
υXB =
∑N
i=1
∑K
k=1(γ
k
i )
2 ‖xi − µk‖
2
N(♠✐♥k 6=l ‖µk − µl‖2)
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✇❤❡r❡ µk ❛♥❞ µl ❛r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ❛♥❞ l✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛❝✲
❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✳ ❈♦♠♣❛❝t♥❡ss ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❧✉st❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
❑✐♠✬s ♦✈❡r❧❛♣✴s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❈❧❛✐♠✐♥❣ t❤❛t ♠♦st ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥
t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❑✐♠ ♣r♦♣♦s❡❞ υOS
❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✿
Overlap =
2
K(K − 1)
K−1∑
p=1
K∑
q=p+1
×
[∑
γ
N∑
i=1
δ(xi, γ : Cp, Cq) ω(xi)
]
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✇❤❡r❡ ✭Cp✱ Cq✮ ❛r❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ω(xi) ✭0 < ω(xi) < 1✮ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t ❢❛❝t♦r ❢♦r
❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ xi ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs
Cp ❛♥❞ Cq✳
❋♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❆ ❧❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs✿
Separation = 1−♠✐♥p6=q
[
♠❛①x∈X ♠✐♥(γCp(x), γCq(x))
]
✭✹✳✷✽✮
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✱ t❤❡②
♠✉st ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❆❢t❡r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✿
υOS =
Overlap
Separation
✭✹✳✷✾✮
❙✐♥❝❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
❝❧✉st❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ❑✐♠✬s υOS ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
❚❤✉s✱ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ υOS ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞
t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✻✼
❙❛❤❛✬s ❋✉③③② ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❯♥❧✐❦❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡r
✈❛❧✐❞✐t② ✐♥❞✐❝❡s✱ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ t❤❡ ❋✉③③② ❱❡❝t♦r
◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① υFV Q ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❤❛ ❬❙❛❤❛ ✫ ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ✷✵✵✼❪ ❛✐♠s ❛t
♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❢✉③③② q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✲❞❡q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉③③② ✈❡❝t♦r
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬P❡❞r②❝③ ✫ ❍✐r♦t❛ ✷✵✵✼❪✱ t❤✐s ✐♥❞❡① ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❛❜✐❧✲
✐t② t♦ ♣r♦♣❡r❧② r❡❝♦♥str✉❝t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ ✭✐✳❡✳ ♣♦st❡r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✿
υFV Q =
∑N
i=1 ‖ xi − x
′
i ‖
2
N dmin(Cp, Cq)
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✇❤❡r❡ dmin(Cp, Cq) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❝❧✉st❡r
❝❡♥t❡rs ❛♥❞ x′i ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦❢ xi ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs ❛♥❞
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿
x′ =
∑K
k=1(γ
k
i )
m
µk∑K
k=1(γ
k
i )
m
✭✹✳✸✶✮
✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ❢✉③③✐♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❋❈▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✮✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ✐♥❞❡① ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ❋❈▼ ❛s ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s✱ ❛r❡ ❛ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❞❡ ❜♦♦❦✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❡ss❛❣❡ ▲❡♥❣t❤ ✭▼▼▲✮ t❤❡♦r②
❬❲❛❧❧❛❝❡ ✫ ❋r❡❡♠❛♥ ✶✾✽✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❛②
❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ♠❛② ❜✉✐❧❞ ❛ s❤♦rt ❝♦❞❡✱ ♦r ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱
❢♦r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬❘✐ss❛♥❡♥ ✶✾✽✾❪✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡✲
♦r② ❬❇✐s❤♦♣ ✶✾✾✺❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜✉t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛r❡ AIC✱ AICc
❛♥❞ BIC✳
❆■❈ ❚❤❡ ❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭❆■❈✮ ❬❆❦❛✐❦❡ ✶✾✼✹❪ ✐s ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✿
AIC = −2 ❧♦❣(p(X|ΘK)) + 2υK ✭✹✳✸✷✮
✇❤❡r❡ ΘK ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ υK ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
υK = K − 1 +Kd+K(d(d+ 1)/2) ✭✹✳✸✸✮
✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs ❛♥❞ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳
❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛❞❡♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❝❤♦♦s❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s
✭✐✳❡✳ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✮✳
❆■❈❝ ❆ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❆■❈ ❬❇✉r♥❤❛♠ ✫ ❆♥❞❡rs♦♥ ✶✾✾✽❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ t♦ ❜❡tt❡r ❤❛♥❞❧❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦ ♠❛♥②
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✿
AICc = −2 ❧♦❣(p(X|ΘK)) + 2 υK
(
N
N − υK − 1
)
✭✹✳✸✹✮
❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆■❈ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ❢❡❛t✉r✐♥❣
❛ s♠❛❧❧ s✐③❡✳
❇■❈ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭❇■❈✮ ❬❙❝❤✇❛r③ ✶✾✼✽❪✱ ♦r ❙❝❤✇❛r③ ❈r✐✲
t❡r✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❙❇❈ ❛♥❞ ❙❇■❈ ✮✱ ✐s ♦❢t❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞✿
BIC = −2 ❧♦❣(p(X|ΘK)) + υK ❧♦❣(N) ✭✹✳✸✺✮
❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❇❛②❡s ❜✉t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ ✭▼❉▲✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❘✐ss❛♥❡♥ ✷✵✵✼✱ ●rü♥✇❛❧❞ ✷✵✵✼✱ ❘✐ss❛♥❡♥ ✶✾✼✽❪✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❇■❈ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡
♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❆■❈✬s✳ ❆s ❢♦r ❆■❈ ❛♥❞ ❆■❈❝✱ ❇■❈ ✐s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧t
❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❑✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ▼❡❛♥ ❙❤✐❢t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❈♦♠❛♥✐❝✐✉ ✫ ▼❡❡r ✷✵✵✷❪✳ ❚❤♦✉❣❤ ❝❧❛✐♠❡❞
❛s ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤✉s✱
t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❑ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❛❧❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤✐s s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r ❬❇✉❣❡❛✉ ✫ Pér❡③ ✷✵✵✼❪✱ ❜✉t ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛s❡t✳
❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✉♥t✐❧ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❬❋✐❣✉❡✐r❡❞♦ ✫ ❏❛✐♥ ✷✵✵✷❪✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♥♦t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❊▼
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts s❡❡♠ ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ r✐❣❤t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✮ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❣r❡❛t ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✬ ♠✐①✐♥❣
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✻✾
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❖✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢✉③③② s❡t✳ ❩♦♥❡ ✐♥ ✈✐♦❧❡t ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
❝❧✉st❡r #1 ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r #2 ✭❜❧✉❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥ ✭❛✮ t❤❛♥ ✐♥ ✭❜✮✳ ❖✈❡r❧❛♣
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s [2 γ2i /(γ
1
i + γ
2
i )]✱ ✇❤❡r❡ ❝❧✉st❡r #1 ❛♥❞ ❝❧✉st❡r #2 ❛r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡rs
❞❛t❛ ♣♦✐♥t xi ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γi t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❡❛s✉r❡
♣❡♥❛❧✐③❡s ✈❛❣✉❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡s t❤❡♠ t♦ s❤❛r♣❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝
❝❧✉st❡r✳
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❆❧s♦✱ ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs t♦✇❛r❞s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❛② ❜❡
q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥
✇✐t❤ ❝❛✉t✐♦♥ ❛s ✇❡ ♠❛② ♠✐ss t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✹✳✸✳✷✳✷ OSI ❝r✐t❡r✐♦♥
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊▼
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s K ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♥❡❡❞s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✇ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❖✈❡r❧❛♣
❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ■♥❞❡① ✭❖❙■✮ ❛♥❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥
✐s s♦❧❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pγki ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♣r♦✜❧❡
xi ❢r♦♠ ♠❡s❤ Mp t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♠♦❞❡ k✱ ❛♥❞ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡s
✇❤✐❧❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ t❤❡✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s [OSI = C1C2 ]✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ C1 s✉♠s
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ [2 pγsi /(
pγri +
p γsi )] ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡st t✇♦ ♠♦❞❡s r ❛♥❞ s ❢♦r
♣r♦✜❧❡ xi✱ ✐✳❡✳ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st pγki ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ C2 ✐s
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐r
♦❢ ♠♦❞❡s r ❛♥❞ s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ [2 pγsi /(
pγri +
p γsi )] ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ xi
❜❡✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t♦ ♠♦❞❡ r ❛♥❞ [2 pγri /(
pγri +
p γsi )] ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ xi ❜❡✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡❞
t♦ ♠♦❞❡ s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳
❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛s❡ts
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✷❉ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❬❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ✫ ▼❛✉❧✐❦ ✷✵✵✷❛✱
▼❛✉❧✐❦ ✫ ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ✷✵✵✵✱ ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ✸❉ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❬❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ✫ P❛❧ ✷✵✵✼✱ ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ✫ ▼❛✉❧✐❦ ✷✵✵✷❜❪ s❤♦✇❡❞ t❤❡ r♦❜✉st✲
♥❡ss ♦❢ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ t❡st❡❞ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶
✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❯♥❧✐❦❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s
t❤❛t ❜❛s❡ t❤❡✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ‖µ1−µ2‖✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❜♦t❤
✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ OSI ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ [2 γ2i /(γ
1
i + γ
2
i )]
❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts xi ❜❡✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r #1 ✭r❡❞✮ ❛♥❞ [2 γ1i /(γ
1
i + γ
2
i )] ❢♦r ❛❧❧
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts xi ❜❡✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r #2 ✭❜❧✉❡✮✳ ❯s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s γki ♦❢ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts xi t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❝❧✉st❡r #k ❡♥s✉r❡s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳
❖✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ■♥✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ h OSI FV Q AIC AICc BIC OSI FV Q AIC AICc BIC
❉✐❛❣♦♥❛❧ ✵✳✾ ✹ ✷ ✸ ✸ ✷ ✷ ✷ ✹ ✹ ✷
❉✐❛❣♦♥❛❧ ✶✳✵ ✸ ✷ ✸ ✸ ✷ ✷ ✷ ✹ ✹ ✷
❈♦♥st❛♥t ✵✳✾ ✹ ✷ ✺ ✺ ✷ ✷ ✷ ✻ ✻ ✷
❈♦♥st❛♥t ✶✳✵ ✸ ✷ ✸ ✸ ✷ ✷ ✷ ✺ ✺ ✷
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊▼ ♠♦❞❡s ❢♦r ♦✉t✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥✲
✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❛ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
④OSI✱FV Q✱AIC✱AICc✱BIC⑥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ④❉✐❛❣♦♥❛❧✱❈♦♥st❛♥t✱h⑥✱ ✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✸✳
s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ❛ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ❜❡✐♥❣ t❡st❡❞ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✶✵✳ ❲✐t❤ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ✭❢♦r ❛✐r✱ ❜♦♥❡s ❛♥❞ s♦❢t t✐ss✉❡✮ ✇❤✐❧❡ t✇♦ ♠♦❞❡s
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ✭❢♦r ♣❛r❡♥❝❤②♠❛ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❡♥❝❤②♠❛ t✐ss✉❡✮✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡s
t❤❡ ♠♦st ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
h ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♠❛②
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳
✹✳✸✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pγki t♦
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✼✶
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥ s♠♦♦t❤ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
✐♠♣❛✐r t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥s✳
❙✐♥❝❡ t❤✐s ❢✉s✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ♦✉r ▼P❆▼ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭◆❊▼✮ ❬❆♠❜r♦✐s❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✱ s✐♥❝❡ ✐t
♥✐❝❡❧② ❡①t❡♥❞s ❊▼ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠
❋✐❡❧❞✮✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s ✇❡ ❡①tr❛❝t ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾✱
▼♦♥t❛❣♥❛t ✫ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✽❪✱ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✉s✱ vij
❤❛s ♦♥❧② t❤r❡❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺✱
✇❤✐❝❤ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s♣❡❡❞s✲✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❧❡ss t❤❛♥ ✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ st❛❜❧❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r vij ✐ts❡❧❢✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✜❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦r ♥♦t✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✱ ♠❡✲
❞✐❛♥✱ ♦r ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r s✉❝❤
❛ t❛s❦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
♣r♦✜❧❡s xi ❛♥❞ xj ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s str♦♥❣❡r ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✐❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r✲
✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts t❤❡
❜❧✉rr✐♥❣ ♦❢ t✐ss✉❡ ♠♦❞❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t vij ✈❛❧✉❡✳
▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r βn ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❛s ✐t ✇✐❧❧
❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❋♦r ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ βn✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✉s❡❧❡ss✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢
βn ♠❛② ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❡t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛♥❣ ❬❉❛♥❣ ✫ ●♦✈❛❡rt ✶✾✾✽❪✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ◆❊▼
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ βn✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ βn ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L(Θ) ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺ s❤❛r♣❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ t♦♣✮✳ ❚❤✐s s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t♦♦ ♠✉❝❤ s♣❛t✐❛❧
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡ ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡
L(Θ) ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ◆❊▼ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ βn✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ {L(Θ)}t=0 ✐s st♦r❡❞✳ ❆❢t❡r
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✇ {L(Θ)}t+1 ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s {L(Θ)}t✳ ❇❡❢♦r❡
t❤❡ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ♥❡✇ {L(Θ)}t+1 ✐s s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ({L(Θ)}t+1 −
{L(Θ)}t) = ε✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ({L(Θ)}t+1 − {L(Θ)}t) < 0✳
❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ s❛✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✇❛② t♦ s♣❛t✐❛❧❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭s❡❡
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ❜♦tt♦♠✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡
❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ❛ ❧✐✈❡r ♠❡s❤✿ ✭❛✮ ♣❛r❛♠❡t❡r βn ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L(Θ) ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺ s❤❛r♣❧②
❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❜✮ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛❢t❡r
◆❊▼ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻ ❢♦r ♠♦r❡ r❡s✉❧ts✮✳
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✼✸
✹✳✸✳✹ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s
❆❢t❡r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ P ♠❡s❤❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
♠♦❞❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r P ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❥❡❝ts✳
Pr♦✜❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ Mp ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ Kp ♠♦❞❡s ✭✐✳❡✳ Kp ♠❛②
✈❛r② ❛♠♦♥❣ ♠❡s❤❡s✱ ❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✮✳ ❚❤✐s ❢✉s✐♦♥ st❡♣ ✐s
♥♦t ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❥✉st ❦❡❡♣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ P ♠❡s❤❡s
❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡♠ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ♠♦❞❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡s❤❡s t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✭✐✳❡✳ t✐ss✉❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② t❤❡ s❛♠❡✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ▼P❆▼✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♠♦❞❡ ✐s ❛s ✉♥✐q✉❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡s✱ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♥♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✭❡✳❣✳ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s
t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❡❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❆t ✐♠❛❣❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤✐s ♠❛②
❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❤✐st♦❣r❛♠ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬●♦♥③❛❧❡③ ✫ ❲♦♦❞s ✷✵✵✽✱ ❆❝❤❛r②❛ ✫ ❘❛② ✷✵✵✺❪✱
❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs ❬❱♦✈❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ▲✐❦❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✱ ❲❡✐s❡♥❢❡❧❞ ✫ ❲❛r❢t❡❧❞ ✷✵✵✹❪✳
❲✐t❤ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ❜❡st ♥♦t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍♦✉♥s✜❡❧❞ s❝❛❧❡✳ ❋♦r ▼❘ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✭❡✳❣✳ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ♣❤❛♥t♦♠s ❛♥❞ ❜✐❛s
✜❡❧❞✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❛❧❧ ♠♦❞❡s ❜❡❢♦r❡ ❢✉s✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡s✬ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❢❛❝t♦r N pµ,σ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
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k ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ
p
k ✭s❡❡ s♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳
❚❤❡♥✱ ♠❡❛♥ µpk ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ
p
k ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s µ˜
p
k ❛♥❞ Σ˜
p
k✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✿
µ˜
p
k = N
p
µ,σ × (µ
p
k −♠✐♥
p
µ,σ) ✭✹✳✸✼✮
Σ˜
p
k = (N
p
µ,σ)
2 ×Σpk ✭✹✳✸✽✮
✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
❆❢t❡r t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡s ♠❛② ❜❡ ♠❡r❣❡❞✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♠♦❞❡s Mpk ❛♥❞ M
q
l (M
p
k =
{µpk,Σ
p
k} ❛♥❞ M
q
l = {µ
q
l ,Σ
q
l }) ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ✭✐✳❡✳ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❡ts ♦✈❡r t❤❡✐r ✉♥✐♦♥✮✳
❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ❜❡t✇❡❡♥ Mpk ❛♥❞ M
q
l ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
J =
∑i=d
i=1
[
µ
p
k(i)−
√
σpk(i),µ
p
k(i) +
√
σpk(i)
]
∩
[
µ
q
l (i)−
√
σql (i),µ
q
l (i) +
√
σql (i)
]
∑i=d
i=1
[
µ
p
k(i)−
√
σpk(i),µ
p
k(i) +
√
σpk(i)
]
∪
[
µ
q
l (i)−
√
σql (i),µ
q
l (i) +
√
σql (i)
]
✇❤❡r❡ [a, b] ∩ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ∪✮ [c, d] ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥✮ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ µpk±
√
σpk ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠❡❛♥ µ
p
k ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥
√
σpk ✭σ
p
k ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ
p
k✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳
❚❤✐s ✐♥❞❡① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✇❤❡♥ t❤❡ ✷ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞
0 ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❆ t❤r❡s❤♦❧❞ J (Mpk ,M
q
l ) ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]
✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s Mpk ❛♥❞ M
q
l ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣
t✇♦ ♠♦❞❡s ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ❧✐✈❡r ❞❛t❛❜❛s❡
♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❛r❝s ❧✐♥❦ t❤❡ ♠♦❞❡s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡s K✳ ❋♦r
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✱ ♠♦❞❡s ❛r❡
❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ✐♥❞❡① m✳
❋♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦❞❡s✱ ♠❡❛♥ µ˜m ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡
m ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥s µr ♦❢ t❤❡s❡ r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦❞❡s✿
µ˜m =
∑r
j=1
∑N
i=1 γ
j
iµj∑r
j=1
∑N
i=1 γ
j
i
✭✹✳✸✾✮
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ˜m ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡ m ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σr ♦❢ t❤❡s❡ r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦❞❡s✿
Σ˜m =
∑r
j=1
(∑N
i=1 γ
j
i (x
j
i − µj)(x
j
i − µj)
T
)
∑r
j=1
(∑N
i=1 γ
j
i
) ✭✹✳✹✵✮
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ µ˜m ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ˜m ❧❡❛❞s t♦ K ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡s {µ˜m, Σ˜m} ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❛❜❧❡ η(p,m) ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
✐♥❞❡① m ♦❢ ♠♦❞❡ k ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡s❤ Mp✳
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✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠♦❞❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①✿ ✭❛✮ ▼❡❛♥ µpk ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
√
σpk ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t✇♦ ♠♦❞❡s ✭❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ sq✉❛r❡✮ ❛❢t❡r
❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✭σpk ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ Σ
p
k✮✱ ❛♥❞ ✭❜✮ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
♣❛✐rs ♦❢ ♠♦❞❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡✮ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐♦♥
✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮ ♦❢ t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r❢❛❝❡✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ✜rst st❡♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❛❧❧ P s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ♦♥❧② ♦♥❝❡ t❤❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✬s ♣r♦✜❧❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❛s❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡❛❝❤
t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛❞❞❡❞✳
■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❛ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣♦ss✐❜❧② r❡tr✐❡✈❡ ♦♥❡ ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ s❤♦✉❧❞ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ❜❡ ✇❡❛❦ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ✐s
♥♦t ❜✐❛s❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❊▼
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✬ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ s❛♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✱ s♦ t❤❛t ♥♦ ❞❛t❛s❡t ❣❡ts ♠♦r❡ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s ♥♦
♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
✹✳✸✳✺ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❚♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ▼P❆▼✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠♦❞❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ P ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pγki ❢r♦♠ t❤❡ P ❞❛t❛s❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s ❝♦♠♠♦♥
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ ❛♥②
r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▼P❆▼ ✐s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ✭✐✳❡✳ ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡
♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❛s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛s t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞
❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ Mp ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆✳
✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ▲✐✈❡r ♠❡s❤ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ✭❛✮ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r❡❞ ♠❡s❤ ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞
④✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✷❉ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛♥❡s✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❖✉r ✜rst ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♥♦♥✲r✐❣✐❞❧② r❡❣✲
✐st❡r✐♥❣ ❛❧❧ P ♠❡s❤❡s Mp t♦✇❛r❞s t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡
❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ t♦✇❛r❞s ❛
❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳ ❚❤♦✉❣❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② q✉✐t❡
s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ♠❡s❤❡s ♠❛② ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t ✭✐✳❡✳ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✮ ❞✉r✐♥❣ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤❡ ♠❡s❤ r✐❣✐❞✐t② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳✷✮
❞✉r✐♥❣ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
❛ ✉s❡r ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤✐s ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ❛s t❛r❣❡t ✭✐✳❡✳ ♠❡s❤✲t♦✲✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✮ ✐s
♥♦t str✐❝t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛st❡r✐③❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✈♦①❡❧
s✐③❡✮✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ ❛ ♠❡s❤✲t♦✲♠❡s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥
✜rst r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ P ♠❡s❤❡s✳ ❆s ❛ ✜rst r✐❣✐❞
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r♦❜✉st ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❬❏✐❛♥ ✫ ❱❡♠✉r✐ ✷✵✵✺❪✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ♦♥ ❛❧❧ ♠❡s❤❡s ❜❡❢♦r❡ ✜♥❛❧❧② r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ ❧❡❢t✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐t❡r❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❛❝❤❡s ❛
st❡❛❞② st❛t❡✱ ✐✳❡✳ t②♣✐❝❛❧❧② ✸ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱
r✐❣❤t✮✳
❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ M⋆ ❛♥❞ Mp ❆❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆✱ ❛
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆ ❛♥❞ t❤❡ P ✐♥st❛♥❝❡ ♠❡s❤❡s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✇❛②s✿ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡
t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ ❧❡❢t✮✱ ♦r ❞❡❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ t♦✇❛r❞s ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ r✐❣❤t✮✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♠❡s❤✲t♦✲♠❡s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉r✲
r❡♥ts ❬●❧❛✉♥❡s ✷✵✵✺✱ ❱❛✐❧❧❛♥t ✫ ●❧❛✉♥❡s ✷✵✵✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞
♦♥ ❜r❛✐♥ ❬❉✉rr❧❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❤❡❛rt ❬▼❛♥s✐ ✷✵✶✵❪ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r✲
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✼✼
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆ ❢r♦♠ ✶✻ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡s❤✲
t♦✲♠❡s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts✿ ✭❛✮ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡ ♠❡s❤❡s t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆
❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♠❡s❤❡s✳
♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❛ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞
❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❛ttr❛❝tsMp t♦ M⋆
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t tr✐❡s t♦ ❦❡❡♣Mp ❛s s♠♦♦t❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚r❛♥s❢❡r ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ▲❛st st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ Mp t♦ M⋆ ✭✐✳❡✳ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Mp ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ M⋆✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① pi ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✐ts ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts Cl(pi) ♦♥ ♠❡s❤
Mp✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥ ✐♥ pi t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ Cl(pi)
❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣
✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❛♥②
♠✐sr❡❣✐str❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ s♠♦♦t❤s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ P ♠❡s❤❡s Mp ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆✱ t❤❡ ❧❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜♥❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✮ t❤❛♥ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤ Mp✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt❡①
❢r♦♠M⋆ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞Mp ✈❡rt✐❝❡s ✭s❡❡
❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① pi ♦❢ M⋆✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γ˜mi ❜②
s✉♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✿
γ˜mi =
∑P
p=1
pγ
η(p,m)
i∑K
m=1
∑P
p=1
pγ
η(p,m)
i
✭✹✳✹✶✮
✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❚❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆ ❛♥❞ ✽ ✐♥st❛♥❝❡ ♠❡s❤❡s
{M1, . . . ,M8}♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✇❛②s✿ ✭❛✮ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♠❡s❤ t♦✇❛r❞s
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ ♦r ✭❜✮ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ t♦✇❛r❞s ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♠❡s❤✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❚r❛♥s❢❡r ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❛✮ ✐♥st❛♥❝❡ ♠❡s❤ Mp ✭N =
4530 ✈❡rt✐❝❡s✮ t♦ ✭❜✮ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆ ✭N = 11760 ✈❡rt✐❝❡s✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ✐s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✼✾
▲✐✈❡r ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✭♠♠✮ ■♠❛❣❡ s✐③❡
★✶ ✵✳✺✽①✵✳✺✽①✶✳✻ ✺✶✷①✺✶✷①✾✵
★✷ ✵✳✼✵①✵✳✼✵①✷✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✽✶
★✸ ✵✳✻✼①✵✳✻✼①✹✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✹✽
★✹ ✵✳✻✼①✵✳✻✼①✸✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✻✷
★✺ ✵✳✻✶①✵✳✻✶①✺✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✸✹
★✻ ✵✳✺✻①✵✳✺✻①✷✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✼✾
★✼ ✵✳✺✹①✵✳✺✹①✷✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✼✶
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r✳
❚✐❜✐❛ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✭♠♠✮ ■♠❛❣❡ s✐③❡
★✶ ✵✳✺✵①✵✳✺✵①✶✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✶✷✽
★✷ ✵✳✷✾①✵✳✷✾①✵✳✻ ✺✶✷①✺✶✷①✶✷✽
★✸ ✵✳✺✵①✵✳✺✵①✶✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✶✷✵
★✹ ✵✳✺✵①✵✳✺✵①✶✳✵ ✺✶✷①✺✶✷①✶✷✵
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t✐❜✐❛✳
✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤❡sMp✱ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
M⋆ ❛♥❞ η(p,m) ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤❡s
t❤❡ ♥❡✇ ✐♥❞❡① m ♦❢ ♠♦❞❡ k ❢r♦♠ ♠❡s❤ Mp✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s♣❛rs❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛
❢❡✇ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐✳❡✳ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❇②
✜❧t❡r✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳
✹✳✸✳✻ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❧✐✈❡rs ❛♥❞ t✐❜✐❛s
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ▼P❆▼ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s❡✈❡♥ ❧✐✈❡rs
s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✮ ❛♥❞ ❢♦✉r t✐❜✐❛s ❝r♦♣♣❡❞ ❛t ❦♥❡❡ ❧❡✈❡❧
s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ❝♦♠❡
❢r♦♠ ✸❉✐r❝❛❞❜✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❘❈❆❉✷✱ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❘❡s❡❛r❝❤
■♥st✐t✉t❡ ❛❣❛✐♥st ❉✐❣❡st✐✈❡ ❈❛♥❝❡r✳ ❚❤❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❦♥❡❡ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥ ❍♦s♣✐t❛❧ ✭❯❈▲❍✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❚✶ ❋▲❆■❘ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ✶✳✺❚
▼❘■ ❞❡✈✐❝❡✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ ❜♦t❤ ❈❚ ❛♥❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛♥❞
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦r ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s✱ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✵ s❛♠♣❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✈❡r②
♠♠ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ≈ ✹✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s
✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r❝❛❞✳❢r✴s♦❢t✇❛r❡s✴✸❉✐r❝❛❞❜✴✸❉✐r❝❛❞❜✶
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r❝❛❞✳❢r
✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
★✶ ★✷ ★✸ ★✹
★✺ ★✻ ★✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✼ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④★✶✱
✳ ✳ ✳ ✱ ★✼⑥✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♠❡s❤✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s✿ K1 = 3✱ K2 = 5✱ K3 = 3✱
K4 = 4✱ K5 = 6✱ K6 = 3 ❛♥❞ K7 = 4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤✐t❡ ③♦♥❡s ❞❡♣✐❝t ✈❡rt✐❝❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✷✮✳
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ ♠♦❞❡s ✉♣
t♦ ✶✵ ♠♦❞❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s
t❤❛t ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs✳
❋♦r ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✹ ♠♦❞❡s ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❈♦♥st❛♥t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
h = 0.9 ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❊▼ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊▼
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ❢♦r ❧✐✈❡r ❛♥❞ t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ♣❧♦t ♦❢ ♠♦❞❡ ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭❙❉✮ ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ★✹
❛♥❞ t✐❜✐❛ ★✹ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✳
❚❤❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦
✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r βn✱ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r
t❤❛t✱ ◆❊▼ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ βn = 1 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
βn ✇✐t❤ ❛ st❡♣ ♦❢ ✶ ❛t ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ({L(Θ)}t+1 − {L(Θ)}t) < 0✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s✱ βn = 12 ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✭✐✳❡✳ βn = 13 ❢♦r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❛♥❞ βn = 11
❢♦r t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s✮✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ◆❊▼ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ❢♦r ❧✐✈❡r ❛♥❞ t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r
❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ★✹ ❛♥❞ t✐❜✐❛ ★✹ ♠❡s❤❡s ✭✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡✮ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❢♦✉r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼
❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇♦t❤ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ ★✹ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✮ ❛♥❞ t✐❜✐❛ ♠❡s❤ ★✹ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✮ ❛r❡
❝❤♦s❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤❡s M⋆ ❢♦r ❧✐✈❡r ❛♥❞ t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② M⋆✱ ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ★✹ ❛♥❞ t✐❜✐❛ ★✹
♠❡s❤❡s ❛r❡ r❡✜♥❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s ❛r❡
✹✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✽✶
★✶ ★✷ ★✸ ★✹
★✺ ★✻ ★✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❙♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✼ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④★✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ★✼⑥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r βn = 13✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ ★✹ ✭✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✲
t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✮ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❢♦✉r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿
✭❛✮ ♣✐♥❦ ♠♦❞❡✱ ✭❜✮ ❧✐❣❤t ❣r❡❡♥ ♠♦❞❡✱ ✭❝✮ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ✈✐♦❧❡t ♠♦❞❡✳
❚❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ✐s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❧✉❡ ✭❧♦✇ ❊▼ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ t♦ r❡❞ ✭❤✐❣❤ ❊▼
♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✳
✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
★✶ ★✷ ★✸ ★✹
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✹ t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s
❝r♦♣♣❡❞ ❛t ❦♥❡❡ ❧❡✈❡❧ ④★✶✱★✷✱★✸✱★✹⑥✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♠❡s❤✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s✿
K1 = 2✱ K2 = 7✱ K3 = 4 ❛♥❞ K4 = 4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚✐❜✐❛ ♠❡s❤ ★✷ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r
♠❡s❤ s✐③❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs ✭✐✳❡✳ ♦♥❧② t❤❡ t✐❜✐❛❧ ❤❡❛❞ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞✉❡ t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❋❖❱ ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍✐❣❤ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡✳
★✶ ★✷ ★✸ ★✹
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❙♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✹ t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s ❝r♦♣♣❡❞ ❛t ❦♥❡❡ ❧❡✈❡❧ ④★✶✱★✷✱★✸✱★✹⑥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✮
✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r βn = 11✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ t✐❜✐❛ ★✹ ✭✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡✮ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❢♦✉r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ✭❛✮ ♣✐♥❦
♠♦❞❡✱ ✭❜✮ ❧✐❣❤t ❣r❡❡♥ ♠♦❞❡✱ ✭❝✮ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ✈✐♦❧❡t ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r
♠❛♣ ✐s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❧✉❡ ✭❧♦✇ ❊▼ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ t♦ r❡❞ ✭❤✐❣❤ ❊▼ ♣♦st❡r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ▼❡❛♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ± ❙❉ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡s ✭r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱
❜❧✉❡✱ ❝②❛♥✮ ❢r♦♠ ✭❛✮ ❧✐✈❡r ★✹ ❛♥❞ ✭❜✮ t✐❜✐❛ ★✹ ♠❡s❤❡s✳
▼P❆▼ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J
✶✳✵ ✵✳✾ ✵✳✽ ✵✳✼ ✵✳✻ ✵✳✺ ✵✳✹ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✶
▲✐✈❡rs ✷✽ ✷✼ ✷✸ ✶✻ ✶✶ ✻ ✸ ✶ ✶ ✶
❚✐❜✐❛s ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✽ ✼ ✺ ✸ ✸ ✶ ✶
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡sK ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ❛♥❞ t✐❜✐❛ ♦✉t✇❛r❞
♣r♦✜❧❡s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✳
r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✲t♦✲♠❡s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✮✳ ❚❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞
♦♥ M⋆ ❛♥❞ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①✳ ❋♦r t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t②
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ♥♦t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t✐❜✐❛ ★✷ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✮ ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼ ❞✉❡ t♦ ✐ts s♠❛❧❧❡r ♠❡s❤ s✐③❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳
❋♦r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✷✽ ♠♦❞❡s ❧❡❛❞s t♦ ✶✶ ♥❡✇ ♠♦❞❡s ❛❢t❡r
t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ J ❂ ✵✳✻✳ ❋♦r t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✵
♠♦❞❡s ❧❡❛❞s t♦ ✺ ♥❡✇ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ J ❂ ✵✳✺ ✭s❡❡ ♠♦r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧♦t
♦❢ ♠♦❞❡ ♠❡❛♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✮✳ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ♣r♦✈✐❞❡s t❤✉s ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ t❛②❧♦r
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❚✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ tr❡♥❞s ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✿ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ J ❂ ✶✳✵ ❛♥❞ J ❂ ✵✳✾ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ J ❂ ✵✳✼ ❛♥❞ J ❂ ✵✳✻✳ ❚❤❡s❡ tr❡♥❞s
❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳
❚❤❡ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✭▼P❆▼✮ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❧✐✈❡r ❛♥❞
t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳
✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞✲
❡❧s ✭▼P❆▼✮ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛s ❛ ♥♦✈❡❧ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧
✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼P❆▼✮ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❜♦t❤
④✭❛✮✰✭❜✮⑥ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ④✭❝✮✰✭❞✮⑥ t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ ❏❛❝✲
❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✿ ✭❛✮ J ❂ ✶✳✵ ✭K = 28 ♠♦❞❡s✮✱ ✭❜✮ J ❂ ✵✳✻ ✭K = 11 ♠♦❞❡s✮✱ ✭❝✮ J ❂
✶✳✵ ✭K = 10 ♠♦❞❡s✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮ J ❂ ✵✳✺ ✭K = 5 ♠♦❞❡s✮✳ ▼♦❞❡ ♠❡❛♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✳
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1000
−800
−600
−400
−200
0
200
400
Profile dimension
In
te
ns
ity
 v
al
ue
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1000
−800
−600
−400
−200
0
200
400
Profile dimension
In
te
ns
ity
 v
al
ue
✭❛✮ ✭❜✮
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10
20
30
40
50
60
70
80
Profile dimension
In
te
ns
ity
 v
al
ue
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10
20
30
40
50
60
70
80
Profile dimension
In
te
ns
ity
 v
al
ue
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ▼♦❞❡ ♠❡❛♥s ❢r♦♠ t❤❡ ▼P❆▼ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❜♦t❤ ④✭❛✮✰✭❜✮⑥ ❧✐✈❡r ❛♥❞
④✭❝✮✰✭❞✮⑥ t✐❜✐❛ ♠❡s❤❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✿ ✭❛✮ J
❂ ✶✳✵ ✭K = 28 ♠♦❞❡s✮✱ ✭❜✮ J ❂ ✵✳✻ ✭K = 11 ♠♦❞❡s✮✱ ✭❝✮ J ❂ ✶✳✵ ✭K = 10 ♠♦❞❡s✮✱
❛♥❞ ✭❞✮ J ❂ ✵✳✺ ✭K = 5 ♠♦❞❡s✮✳
✹✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✺
t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❣✐♦♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤✱ ❛♥❞
♥♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✭✐✳❡✳ ♦✈❡r ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤❡s✮✳ ❯♥❧✐❦❡ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝r❡❛t❡s ♠♦❞❡s ✇✐t❤♦✉t
r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳
❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ▼P❆▼ ♠❛② ❜❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤
✈❡r② ❢❡✇ ❞❛t❛s❡ts ✭✐♥ ❢❛❝t ♦♥❡ ❞❛t❛s❡t s✉✣❝❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛
❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ❙✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✱ t❤❡ ▼P❆▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤
r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♦❢t❡♥ ✈✐♦❧❛t❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇
t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥②
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❆❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❖❙■ ✐♥❞❡① ❛s ❛ ♥♦✈❡❧ ✇❛②
t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❥❡❝t
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡
❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
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♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs ❜❡❝❛✉s❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ t❤r♦✉❣❤
❞❛t❛s❡ts ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❙♦♠❡❤♦✇✱ ▼P❆▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❥✉st ✉s❡❞ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t✐ss✉❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞
st✉❞②✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s ❛s s♦❧❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ♦✉r ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡ ▼P❆▼ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦✉r ❛✐♠ ✐s ✜rst t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼P❆▼ ✇✐t❤ ♣r♦✜❧❡s s❛♠♣❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦✉t ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
♦❢ t❤❡ ▼P❆▼ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❊▼ ❛♥❞ ◆❊▼ st❡♣s ❜②
t✇♦ ♦t❤❡r st❡♣s✱ ♥❛♠❡❧② s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳
❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
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str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ♣r♦✜❧❡s t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ●❛✉s✲
s✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭●▼▼✮✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ♠❡❛♥ ♣r♦✜❧❡
❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤♦✉❣❤ q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
❛r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❡sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❛❝❦s
r♦❜✉st♥❡ss ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧✐t② s❡❡♠s t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s
❝❤❛♥❣❡s ✇❤✐❧❡ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ st❛②s t❤❡ s❛♠❡✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✲
❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❑✲▼❡❛♥s✱ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s
t❤❛t t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡ ❞❛t❛ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡
❛♥❛❧②s✐s✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s t♦♦✱ ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ♥♦t t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥
✭t❤✐s ✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ s❡✈❡r❛❧ r❡st❛rts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥st❛❜❧❡✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❉♦♥❛t❤ ✫ ❍♦✛♠❛♥ ✶✾✼✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❱▲❙■ ❞❡s✐❣♥ ❬▲✉①❜✉r❣ ✷✵✵✼✱
▼❛❧✐❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❆❧♣❡rt ✫ ❨❛♦ ✶✾✾✹❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❛tr✐❝❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❣r❛♣❤ ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❬▲✉①❜✉r❣ ✷✵✵✼✱
◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s✲
s✉❡✱ s✐♥❝❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤✳
▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✾
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ P❧♦t ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✵ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✶✵ ♠♠
♦✉t✇❛r❞ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡s ❡✈❡r② ✶ ♠♠✮ ❢r♦♠ t✇♦ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④✭❛✮✱✭❝✮⑥ ✇❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞
♦♥ ❛ ✷❉ s✉❜s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ P❈❆ ④✭❜✮✱✭❞✮⑥✳ ❚❤✐s ✷❉ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✇♦
❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠❡s❤❡s✱ N = 7586 ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✷❉ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✷❉ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✿ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✭❛✮ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛❢t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✭❙♦✉r❝❡✿ ❬◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✮✳
✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
❚❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❋✐rst✱ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✳ ❚❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤
✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮✱ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✮✳ ❚✇♦
♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t②
✈❛❧✉❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣
♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤ts
✭✐✳❡✳ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤✐♥
❛ ❝❧✉st❡r ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ✇❡✐❣❤ts ✭✐✳❡✳ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✳ ❚❤❡♥✱ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐①
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❢❛s❤✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❤❡✉r✐st✐❝ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✮✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s S = {xi, . . . ,xN} ✐♥ Rd✿
✶✿ ❉❡✜♥❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤✳
✷✿ ❋r♦♠ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤✱ ❢♦r♠ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐① A ∈ RN×N
❞❡✜♥❡❞ ❜② Aij = ❡①♣(−‖xi − xj‖2/(2σ2)) ✐❢ i 6= j ❛♥❞ Aii = 0✳
✸✿ ❉❡✜♥❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① D ✇❤♦s❡ ✭i, i✮✲❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ A✬s i✲t❤ r♦✇✳
✹✿ ❈♦♥str✉❝t ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L = D−1/2AD−1/2✳
✺✿ ❋✐♥❞ ④v1, v2, . . . , vK⑥✱ t❤❡ K t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ L✳
✻✿ ❋♦r♠ ♠❛tr✐① X = [v1v2 . . . vK ] ∈ RN×K ❜② st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s✳
✼✿ ❋♦r♠ ♠❛tr✐① Y ❢r♦♠ X ❜② r❡✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ X✬s r♦✇s
t♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✱ ✐✳❡✳ Yij = Xij/(
∑N
j=1X
2
ij)
1/2✳
✽✿ ❈❧✉st❡r t❤❡ r♦✇s ♦❢ Y ✭✐✳❡✳ ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥ RK✮ ✐♥t♦ K ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✾✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♣✉t❡ ❊▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ④µpk✱ Σ
p
k✱ pi
p
k⑥ ✉s✐♥❣ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
pγˆki
❢r♦♠ t❤❡ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡✳
Similarity
function
Intensity
profiles
Similarity
graph
Extraction of
top eigenvectors
Model order
selection
Spectral
data
EM
clustering
EM
parameters
Spectral clustering
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ P✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
✺✳✷✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ▼P❆▼ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✾✶
❇♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❚♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼ ❛s ❛♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ♦♥❡ q✉❡st✐♦♥
✐s ✇♦rt❤ r❛✐s✐♥❣✿
❍♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡t ♦❢ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤
♠♦❞❡✮ ✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❄
❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✱ s♦ t❤❛t ❛ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡
✇❛② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ t✉♥❡ ❛♥ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ♦✛s❡t αi ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r♦✜❧❡ ✐s
✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜② ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✛s❡t αi ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♠✉st
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❛t ♣r♦✜❧❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡
✇✐t❤ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡rt❡① ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r②✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢❡✇ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡s t♦ t❤❡ ▼P❆▼ ✭✐✳❡✳ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ r♦❜✉st ✇❤❡♥ s❡❛r❝❤✐♥❣
❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞✉r✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮✳ ❚❤❡♥✱
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✮✳
✺✳✷ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ▼P❆▼ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
✺✳✷✳✶ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡Mk
✭✐✳❡✳ ♠❡❛♥ µk ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡rt❡①✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♦✛s❡t ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ ✭♦r ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❋✐rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡s
♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳✹✮✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✛s❡t αi t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❛❧✉❡
✭❢♦r ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥✮ ♦r ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❢♦r s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞
✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ■♥ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✛s❡t αi ❛❧♦♥❣ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡rt❡① ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❤✐❢t✐♥❣ ❛ ♣r♦✜❧❡ ✭❜❧✉❡
sq✉❛r❡s✮ ✐♥✇❛r❞ ❛♥❞ ♦✉t✇❛r❞ ✭❜❧✉❡ ❛rr♦✇s✮ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✿ ✭❛✮ ✷❉ s❧✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s❛♠♣❧❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✳
▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s r❡❣✉❧❛r❧② s❛♠♣❧❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
✭❡✳❣✳ ❡✈❡r② ♠✐❧❧✐♠❡t❡r✮ ❛♥❞ ♣r♦✜❧❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥✇❛r❞
❛♥❞ ♦✉t✇❛r❞ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✳
▲❡t x(pi,ni) ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t ✈❡rt❡① pi ❛❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ni✳
▲❡t αi ❜❡ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❛t ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛s x(pi + αini,ni)✳
▲❡t ♠❡❛♥ µk ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk ❜❡ t❤❡ ❊▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡
Mk t❤❡ ♣r♦✜❧❡ x(pi,ni) ❜❡❧♦♥❣s t♦✳
❖✛s❡t {αi}❧✐♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥✿
{αi}❧✐♥❡ = argmaxαi,k
(
(x(pi + αini,ni) · µk)
2
(x(pi + αini,ni)2) · (µ2k)
)
✭✺✳✶✮
❇♦t❤ ♦✛s❡ts {αi}❞✐✛ ❛♥❞ {αi}♠❛❤❛ ♥❡❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
{αi}❞✐✛ = argminαi,k
(|x(pi + αini,ni)− µk|) ✭✺✳✷✮
{αi}♠❛❤❛ = argminαi,k
(
(x(pi + αini,ni)− µk)
TΣ−1k (x(pi + αini,ni)− µk)
)
✭✺✳✸✮
✺✳✷✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ▼P❆▼ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✾✸
❆ s♠❛❧❧ αi ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❡ ♠♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ♠❡❛♥s ❡✐t❤❡r t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ♥♦ s✉✐t❛❜❧❡
❢❡❛t✉r❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♦r t❤❛t ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡ Mk ✭✐✳❡✳ ♠❡❛♥ µk
❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk✮ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐t✳ ❙❤♦✉❧❞ αi ❜❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❛ ❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❡✳❣✳ ✷♠♠✮✱ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✇❡❧❧
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r✮✳ ❯s✐♥❣ ♦✛s❡t
αi ❛s ❛ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ✇❡ t❤✉s ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
✺✳✷✳✷ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼P❆▼
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛ttr❛❝t t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ✐♠❛❣❡✲
❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ❛ ❞❡s✐r❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✉s✐♥❣ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❋♦r ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✳
❚❤❡ ♥❡✇ ✈❡rt❡① ♣♦s✐t✐♦♥ p(xi)′✱ ♦r t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
p(xi)
′ = p(xi) + (αi ni) ✭✺✳✹✮
✇❤❡r❡ ni ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛t ✈❡rt❡① p(xi) ❛♥❞ αi ✐s t❤❡ ♦✛s❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ p(xi)
❛♥❞ ❛❧♦♥❣ ni ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡s Mk ♣r♦✜❧❡ xi ❜❡❧♦♥❣s t♦✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼P❆▼ ✭s❡❡ ❝❤❛♣✲
t❡r ✹✮✳ ❚❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦✛s❡t ♣❡r ✈❡rt❡① ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼P❆▼ ✐s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✱ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ xi✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡✈❡r② ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ s❛♠♣❧❡❞
❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ♠♦❞❡ Mk✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ▼P❆▼✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② ♠♦❞❡s ✇❤♦s❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
✭❡✳❣✳ 10−3✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦
✉♥❢✉③③② ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✈❡r② ❤✐❣❤ ♦r ✈❡r② ❧♦✇ ✭✐✳❡✳
≪ 10−3✮✳
❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r♦✜❧❡ xi ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❤r❡❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠
σk ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ Rfext(p(xi)) ❞r✐✈❡s t❤❡ ✈❡rt❡① p(xi) ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥ p(xi)′✿
Rfext(p(xi)) = β(p(xi)
′ − p(xi)) ✭✺✳✺✮
✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✭s❡❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✮✳
❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ Ψi ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡t✉r♥❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧❧② ✇❡✐❣❤t t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①✲
t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ Rfext(p(xi)) ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① p(xi) ✭✉♥❧✐❦❡ β✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t
❡q✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✈❡rt❡①
✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❤✐❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
❋♦r t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ Ψi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Ψi =
d√
{αi}♠❛❤❛
✭✺✳✻✮
✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ♣r♦✜❧❡ xi ❛♥❞ {αi}♠❛❤❛ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳
❯s✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ Ψi✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ Rfext(p(xi)) ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Rfext(p(xi)) = βΨi(p(xi)
′ − p(xi)) ✭✺✳✼✮
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥❡❡❞s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♠❛② ❣r❡❛t❧② ✈❛r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧② ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤
✈❡rt❡①✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r
♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
❢✉t✉r❡✳
✺✳✸ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✺✳✸✳✶ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
❋✐rst st❡♣ ✐♥ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✭✐✳❡✳ ❤♦✇ s✐♠✐❧❛r t✇♦ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡✮✳ ❚❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ s♦ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r❤♦♦❞s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❬▲✉①❜✉r❣ ✷✵✵✼❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳
■♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ Rd✱ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦✉r ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❛♥t ❞❛t❛
✺✳✸✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✾✺
♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧✳ ❖t❤❡r ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛②
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❇❛❧❝❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ❇❧✉♠ ✷✵✵✼✱ ❈❧❛✉ss❡♥ ✶✾✽✺❪✳
❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ S(xi,xj) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
S(xi,xj) = ❡①♣(−‖xi − xj‖
2/(2σ2)) ✭✺✳✽✮
✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳
❱❛r✐❛♥❝❡ σ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆s t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦ t❤❡♦r② ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ σ✱ ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② tr②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❣✐✈❡s
t❤❡ t✐❣❤t❡st ❝❧✉st❡rs ❛❢t❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s♦ t❤❛t ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❬◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳
❙♦♠❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤✉♠❜ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ σ ❬▲✉①❜✉r❣ ✷✵✵✼❪✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤✱ σ ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① t♦ ✐ts k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❣r❛♣❤✱ σ ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s σ = ε ❛❢t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ε ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣
tr❡❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❬❋❡r❡♠❛♥s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ ❬▼❡✐❧❛ ✫ ❙❤✐ ✷✵✵✵❪✳
❲✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ σ ❛s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥ ✭SD✮ ♦❢ t❤❡ t✐ss✉❡ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❛t ❜❡st t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❛ ❛s t❤❡ t✐ss✉❡
t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❛t ❜❡st t❤❡ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐♥t❡♥✲
s✐t② ✐♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ❛t SD = 60✳ ❋♦r ❛ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✻✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ❤❛✈❡
σliver = 16 × 60 = 960✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r②
r❡s✉❧ts✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ωnei s♣❡❝✐✜❝ t♦ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s
t♦ s♣❛t✐❛❧❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✜❧❡s ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r s✐♠✐❧❛r✐t② t♦
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✳
❙❤♦✉❧❞ ♣r♦✜❧❡ xj ❜❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♣r♦✜❧❡ xi✱ ✇❡ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r
♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜② ωnei s✉❝❤ t❤❛t✿
S(xi,xj)
′ = ωnei S(xi,xj) ✭✺✳✾✮
✇❤❡r❡ ωnei ∈ [0, 1]✳
❚❡sts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙❱❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❢♦r t❤❡ ❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s ❢♦r ωnei < 0.8✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
ωnei = 0.8 ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭s❡❡ ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✳
✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❧✐✈❡r ♣r♦✜❧❡s s♣❛♥♥✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ωnei✿ ✭❛✮ ωnei = 1.0 ✭♥♦ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ωnei =
0.8✳ ❙❡❡ ❤♦✇ t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❝❛❣❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤❡r✳
✺✳✸✳✷ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤
❆❢t❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥❡①t st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✿
❼ ❋✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✿ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❼ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣r❛♣❤✿ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ε✳
❼ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤✿ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐s
❛♠♦♥❣ t❤❡ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳
❋✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❧s♦✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s N ✱ t❤✐s ❣r❛♣❤ ♠❛②
r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s♦✉r❝❡s s✐♥❝❡ ❛ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ N×N ♠❛tr✐① t♦ ❡①tr❛❝t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s
✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s N ✱
❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✱ ♠❛② ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✵ ✵✵✵✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡✱ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣r❛♣❤ ❢❡❛t✉r❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ε
t❤❛t ✐s ✉s❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦r ♥♦t ✭✐✳❡✳ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤✲
❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ t❤♦✉❣❤✱ s✐♥❝❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ✭✐✳❡✳ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜rst ❦ ✲♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞✱ ❧✐❦❡ ❢♦r
❜♦t❤ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣r❛♣❤s✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳
✺✳✸✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✾✼
❙❤♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦r k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ❙❱❉
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛s s♦♠❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❛tr✐① ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡♠♣t②✳
❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ r❡q✉✐r❡s ❧♦ts ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❤✐❣❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤❡s✳ ❲❡ t❤✉s t❡st❡❞ t❤❡ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣r❛♣❤✱ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ε t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❯s✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦✛❡rs ❛ ❢❛st ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇❤❡r❡
❛ s♦rt ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ♥♦t st❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t❤♦✉❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r t♦ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε✱ s♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs
♠❛② ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ❢❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭✐✳❡✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐① ❛r❡
❛❧♠♦st ❢✉❧❧ ♦r ❡♠♣t②✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❙❱❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ✉s❡ ❛ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬▲✉①❜✉r❣ ✷✵✵✼❪✱
s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐①✱ ❤❛s ❡①❛❝t❧②
t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ t❡sts ♦♥ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ❜♦♥❡ ♣r♦✜❧❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t
k = 14%×N ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❇❡❧♦✇ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ❙❱❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥✈❡r❣❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ k ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜r✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❱❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣✮✳
❲❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱
❛✣♥✐t② ♠❛tr✐① A ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦ t❤❛t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♠❛② ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❆✣♥✐t②
♠❛tr✐① A ✐s ❛ ❢✉❧❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s s♣❛rs❡ ✇✐t❤ ε✲
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤s✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❛✐❞✱ ❝❛✉t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦
❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ s♣❛rs❡ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①✳
❆✣♥✐t② ♠❛tr✐① A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Aij = S(xi,xj) ✐❢ i 6= j ✭✺✳✶✵✮
✇❤❡r❡ A ∈ RN×N ✱ S(xi,xj) ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✽✮✱
i ∈ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ j ✭❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ❛♥❞ Aii = 0 ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✷✮✳
✺✳✸✳✸ ❚♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❡①tr❛❝t✐♦♥
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ♥❡❡❞s ✜rst t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✹✮✳ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♥❞ ❧♦ts ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❬❈❤✉♥❣ ✶✾✾✼❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿
❼ ❯♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ❬▼♦❤❛r ✶✾✾✼❪✿
L = D −A ✭✺✳✶✶✮
✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
❼ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① Lrw ❬❙❤✐ ✫ ▼❛❧✐❦ ✷✵✵✵❪✿
Lrw = D
−1A ✭✺✳✶✷✮
❼ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① Lsym ❬◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✿
Lsym = D
−1
2 AD
−1
2 ✭✺✳✶✸✮
✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✵✮ ❛♥❞ D ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
✇❤♦s❡ (i, i)✲❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ A✬s i✲t❤ r♦✇ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✸✮✳
❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✷ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Lrw ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s
♠❛tr✐① ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❬▲♦✈ás③ ✶✾✾✸❪✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✸ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Lsym ❛s ✐t ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✳ ❚♦ ❝❧✉st❡r
✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ Lsym ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✭✐✳❡✳ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣
♠❛tr✐① Y ✮ t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣
●r❛② ❝♦❞❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✳
◆❡①t st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ K t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✺✮✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛s ♠❛♥② ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛s r♦✇s ✐♥ L✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ❡①tr❛❝t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❣r❛♣❤s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞
k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t
❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❖♥❧② t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡①tr❛❝t t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡
❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s ❬●♦❧✉❜ ✫ ▲♦❛♥ ✶✾✾✻❪✳
✺✳✸✳✹ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥
■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ✉s✐♥❣ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢❡❛t✉r❡ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❬▲✉①❜✉r❣ ✷✵✵✼✱ ◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ●▼▼✲
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷
s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ♥❡✇ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s K ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1, . . . , λk s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛♣ δ ❜❡t✇❡❡♥ λk ❛♥❞ λk+1✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ ❜♦t❤
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r✐❡s ❬▼♦❤❛r ✶✾✾✼✱ ❈❤✉♥❣ ✶✾✾✼❪✳
❆❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ✐ts ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣❡r s❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡
✺✳✸✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✾✾
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ P❧♦t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✷✵ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ✷ ❧✐✈❡rs ④✭❛✮✲✭❜✮⑥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s✿
N = 3856 ✭❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ N = 7586 ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ N = 11760 ✭❣r❡❡♥ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ N = 35280 ✭❝②❛♥ ❞❛s❤✲❞♦t ❧✐♥❡✮✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡
st❡❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ r♦❜✉st♥❡ss
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ♠❛② ❣r❡❛t❧② ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❣❛♣ δ = 0.15 ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ❢♦r ❧✐✈❡r ♣r♦✜❧❡s ✭s❡❡ ❛ ♣❧♦t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✮✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳
✺✳✸✳✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛
❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ K t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✺✮✳ ❚❤❡s❡ K t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st❛❝❦❡❞ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s t♦
❢♦r♠ ♠❛tr✐① X ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✻✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛✲
❝✐❛♥ ♠❛tr✐① Lsym ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✮✱ t❤❡ ❧❛st tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣
♠❛tr✐① X ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✼✮✳
❋♦r t❤❛t✱ ♠❛tr✐① Y ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ ♠❛tr✐① X t♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐t
❧❡♥❣t❤ ❬◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✿
Yij =
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▼❛tr✐① Y ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝❧✉st❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
t❤✐s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❑✲▼❡❛♥s ❬◆❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡
✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ●r❛② ❝♦❞❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭❛✮ ✷ ❜✐ts✱ ✭❜✮ ✸ ❜✐ts✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✹ ❜✐ts✳
●r❛② ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❞✐✛❡r
✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐t✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❊▼ ♠♦❞❡ ❝❡♥t❡rs ❢r♦♠ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛✳
❝❤♦s❡ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ●▼▼ ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✽✮✳
❆ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❝❛s❡
✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡ ❝❡♥t❡rs tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭s❡❡ ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✮✳
❙✐♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① Lsym ✭✐✳❡✳
Xij ∈ {0, 1}✮✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ♠♦❞❡ ❝❡♥t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r❛② ❝♦❞❡ ❬❙❛✈❛❣❡ ✶✾✾✼❪
✭s❡❡ s♦♠❡ ●r❛② ❝♦❞❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳ ●r❛② ❝♦❞❡ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s②st❡♠
✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❞✐✛❡r ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐t✳
❉♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ♣r❡✈❡♥t ♠♦❞❡ ❝❡♥t❡rs t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ♠✐♥✐♠❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭✐✳❡✳ ✉♥❧✐❦❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♠♦❞❡ ❝❡♥t❡rs ♠❛② ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✳ ❈❛✉t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ●r❛② ❝♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠♦❞❡ ❝❡♥t❡rs K ✭✐✳❡✳ K < 2d✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❞❡ ❝❡♥t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥ s♣❡❝tr❛❧
❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳
❆❢t❡r t❤❡ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❊▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s pˆipk✱ µˆ
p
k ❛♥❞ Σˆ
p
k✱ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pγˆki ❞♦ ♥♦t
✺✳✹✳ ❇♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✶✵✶
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❧✐✈❡r ♣r♦✜❧❡s s♣❛♥♥✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♠♦❞❡
❝❡♥t❡rs ✭K = 9 ♠♦❞❡s✮ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✿ ✭❛✮ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❊▼ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
✭❜✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r❛② ❝♦❞❡✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭✐♥ ❣r❡❡♥
❛♥❞ ❧✐❣❤t ♣✐♥❦✮✱ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱
❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭♠❛✐♥ ♠♦❞❡ ✐s ✐♥ ♣✉r♣❧❡ ♥♦✇✮ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ●r❛② ❝♦❞❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❤❛✈❡ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡ ❛♥❞ ♠❛② t❤✉s ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ {pipk,µ
p
k,Σ
p
k} ✐♥ ♦♥❡
▼✲st❡♣ ♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts xi ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❧✐♥❡ ✾✮✳
❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✶✶✱ ✹✳✶✷ ❛♥❞ ✹✳✶✸✱ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts pipk✱ ♠❡❛♥s µ
p
k ❛♥❞ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σpk ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
pipk =
1
N
N∑
i=1
pγˆki ✭✺✳✶✺✮
µ
p
k =
∑N
i=1
pγˆki xi∑N
i=1
pγˆki
✭✺✳✶✻✮
Σ
p
k =
∑N
i=1
pγˆki (xi − µ
p
k)(xi − µ
p
k)
T∑N
i=1
pγˆki
✭✺✳✶✼✮
❘❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❧✐✈❡r ♣r♦✜❧❡s ♠❛② ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳
✺✳✹ ❇♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✺✳✹✳✶ ❙✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ♦✛s❡t αi ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
α
Update
μ and Σ
Spectral
clustering
Rejected
profiles
Kept
profiles
while decrease of kept profiles ≥ 0.01%
Save
GMM
image
mesh
Intensity
profiles
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ P✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❢♦r ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡s✳ Pr♦✜❧❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✭✐✳❡✳ ✇❤♦s❡ ♦✛s❡t αi ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞✮ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ Pr♦✜❧❡s
t❤❛t ❛r❡ ❦❡♣t ♠❛② ♥♦t ❜❡ s❛✈❡❞ ❛s s✉❝❤ t❤♦✉❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❊▼ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳ µ ❛♥❞ Σ✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✭✐✳❡✳
r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s✮✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❊▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ ❛♥❞ Σ ♠✉st ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ s♦ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✳ ❇✉t t❤❡♥✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r ♠✉st ❜❡
❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ♦✛s❡t αi
❧❡ss❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✉♣❞❛t❡❞ ❊▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■❢ s♦✱ ♣r♦✜❧❡s
❛r❡ ❦❡♣t❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ st❡❛❞②
st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❜❧✉❡ ❛rr♦✇s✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❦❡❡♣s ❜❡t✇❡❡♥
✸✵✪ ❛♥❞ ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛ ❢✉rt❤❡r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s
t❤❛t ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
❡♥♦✉❣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦✛s❡t αi ❛t t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ✉♣❞❛t❡❞
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡✲❡st✐♠❛t❡ r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛s ♥❡✇ ●▼▼ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✳
✺✳✹✳✷ ❈❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
■♥ t❤✐s ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ❛♥❞ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✸✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❥❡❝t❡❞ ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ❛♥♦t❤❡r
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❛ ♥❡✇ ●▼▼ ✭✐✳❡✳ ♥❡✇ µ ❛♥❞ Σ✮✳ ❇② ❝❛s❝❛❞✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♦✛s❡t αi ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❢t❡r
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ r❡❞ ❛rr♦✇s✮✳
■♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❤♦✉❧❞ st♦♣ ✇❤❡♥ ♦✛s❡t αi ✐s ♠❡t ❜② ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡s✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡
✺✳✹✳ ❇♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✶✵✸
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❙✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✶✿ ❛♣♣❧② s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ N ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦♥ ✷✵ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
✷✿ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ≥ 0.01% ❞♦
✸✿ ❢♦r i = 1 t♦ N ❞♦
✹✿ ✐❢ ♣r♦✜❧❡ j ♠❛t❝❤❡s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠♦❞❡s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ≤ ✷✳✵ t❤❡♥
✺✿ ❦❡❡♣ ♣r♦✜❧❡ j✳
✻✿ ❡❧s❡
✼✿ r❡❥❡❝t ♣r♦✜❧❡ j✳
✽✿ ❡♥❞ ✐❢
✾✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✵✿ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❡ ▼✲st❡♣ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
✶✶✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✷✿ s❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛s ❛ ●▼▼ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r r❡✲
❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛s ♦✉t❧✐❡rs✳
α
Update
μ and Σ
Spectral
clustering
Rejected
profiles
Kept
profiles
while decrease of kept profiles ≥ 0.01%
while increase of kept profiles ≥ 1%
Save
GMM
image
mesh
Intensity
profiles
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ P✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
❛❞❡q✉❛t❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❦❡❡♣s ❛r♦✉♥❞ ✻✵✪
t♦ ✼✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ♠❛② ❞❡❝r❡❛s❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❢t❡r ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧
♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✳ ❆s ❛
s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❜② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❈❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✶✿ ❛♣♣❧② s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ N ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦♥ ✷✵ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
✷✿ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ≥ 1% ❞♦
✸✿ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ≥ 0.01% ❞♦
✹✿ ❢♦r i = 1 t♦ N ❞♦
✺✿ ✐❢ ♣r♦✜❧❡ j ♠❛t❝❤❡s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠♦❞❡s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ≤ ✷✳✵ t❤❡♥
✻✿ ❦❡❡♣ ♣r♦✜❧❡ j✳
✼✿ ❡❧s❡
✽✿ r❡❥❡❝t ♣r♦✜❧❡ j✳
✾✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✶✿ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❡ ▼✲st❡♣ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
✶✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✸✿ s❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛s ❛ ●▼▼✳
✶✹✿ ❛♣♣❧② s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s s❡✲
❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦♥ ✷✵ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
✶✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✻✿ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛s ♦✉t❧✐❡rs✳
✺✳✹✳✸ ❈❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣
❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♥♦✇ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❇✐s❤♦♣ ✷✵✵✼❪✳ ■♥✲
st❡❛❞ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ●▼▼ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ r❡❞
❛rr♦✇s✮✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ●▼▼ ✐s ♥♦✇ t❡st❡❞✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❦❡♣t
♣r♦✜❧❡s ✭✐✳❡✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s N✮
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳
■❢ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ρ ✭❡✳❣✳ ✸ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦✜❧❡s N✮✱ t❤❡ ●▼▼ ✐s s❛✈❡❞ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥s✐st❡♥t✮ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✱ r❡❞ ❛rr♦✇s✮✳ ❆ ❧♦✇
t❤r❡s❤♦❧❞ ρ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ●▼▼ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♦r ✈❡r②
s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✱ ❣r❡❡♥ ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ❝❧❛ss✐❢② r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠♦❞❡s Kmin t❤✐s t✐♠❡✳ ❆t t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s st✐❧❧ ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤
t❤r❡s❤♦❧❞ ρ✱ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ r❡✲❝❧❛ss✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ Kmin+1 ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛② ✉♥t✐❧ Kmax ♠♦❞❡s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ●▼▼ r❡❝❡✐✈❡s
✺✳✹✳ ❇♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✶✵✺
α
Update
μ and Σ
image
mesh
Intensity
profiles
Spectral
clustering
Rejected
profiles
Kept
profiles
Spectral clustering
using K
ite
 modes
Check
ratio
Reject
kept profiles
Save
GMM
≤ 3%
 otherwise
K
ite
+1
K
ite
= K
min
while decrease of kept profiles ≥ 0.01%
while increase of kept profiles ≥ 1%
while K
ite
 ≤ K
max
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ P✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✮✳
❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡
❜❡tt❡r ❞❛t❛ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❜✉t ❛t ❛ ❝♦st ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧②
❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ Kmax ♠✉st t❤✉s ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞
t❤✐s ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳
❚❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❡♥❞ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❊✐t❤❡r Kmax+1 ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✳❡✳ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛tKmax+1 ♠♦❞❡s
❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ρ✪ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✮✱ ♦r ❛ st❡❛❞②
st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❞❡✜♥❡❞
t❤r❡s❤♦❧❞✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝❛s❝❛❞❡❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳
❈❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ ✼✺✪
t♦ ✾✾✪ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛
s❛t✐s❢②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ▼♦r❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳
✺✳✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ t❡st t❤❡ ●▼▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛t
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❙❤♦✉❧❞ ♦♥❡ ●▼▼ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ✐s ❜❡❧♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞ ρ✮✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡sKite ✭✐✳❡✳ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ●▼▼♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✮✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ρ = 3% ❣✐✈❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✳
❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠♦❞❡ s✐③❡
✉s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ρ✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♥② ♠♦❞❡s✳
❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❜✉t ✇✐t❤ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ♣r♦✜❧❡s t♦
r♦❜✉st❧② ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞
✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❈❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✶✿ ❛♣♣❧② s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ N ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦♥ ✷✵ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
✷✿ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ≥ 1% ❆◆❉ Kite ≤ Kmax ❞♦
✸✿ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ Kite ✇✐t❤ Kmin✳
✹✿ ❜r❡❛❦ ❂ ❢❛❧s❡✳
✺✿ r❡♣❡❛t
✻✿ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ≥ 0.01% ❞♦
✼✿ ❢♦r i = 1 t♦ N ❞♦
✽✿ ✐❢ ♣r♦✜❧❡ j ♠❛t❝❤❡s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠♦❞❡s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ≤ ✷✳✵ t❤❡♥
✾✿ ❦❡❡♣ ♣r♦✜❧❡ j✳
✶✵✿ ❡❧s❡
✶✶✿ r❡❥❡❝t ♣r♦✜❧❡ j✳
✶✷✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✸✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✹✿ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❡ ▼✲st❡♣ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
✶✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✻✿ ✐❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ≤ 3% t❤❡♥
✶✼✿ r❡❥❡❝t ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ●▼▼✳
✶✽✿ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s Kite✳
✶✾✿ ❛♣♣❧② s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ Kite ♠♦❞❡s✳
✷✵✿ ❡❧s❡
✷✶✿ s❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛s ❛ ●▼▼✳
✷✷✿ r❡✲✐♥✐t✐❛❧✐③❡ Kite ✇✐t❤ Kmin✳
✷✸✿ ❜r❡❛❦ ❂ tr✉❡✳
✷✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✺✿ ✉♥t✐❧ Kite ❃ Kmax ❖❘ ❜r❡❛❦ ❂ tr✉❡
✷✻✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✷✼✿ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛s ♦✉t❧✐❡rs✳
✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✵✼
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈❛s❝❛❞❡❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
♣r♦✜❧❡s s❛♠♣❧❡❞ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❛ ❧✐✈❡r ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞❡❞ ✺ ❣❧♦❜❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❋✐rst✱ ✭❛✮ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❝❛❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡ ✭❞❛r❦ ❣r❡❡♥ str✐♣❡s✮✳ ❆❢t❡r t❤❡
✜rst ❣❧♦❜❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✭❜✮ ♦♥❧② ✺✽✪ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜②
t❤❡ ♦✛s❡t αi✳ ❙❡❡ ❤♦✇ ♣r♦✜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❝❛❣❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞
✭❞✐s❝❛r❞❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ ✭❝✮ ✻✼✪✱ ✭❞✮ ✼✼✪✱ ✭❡✮ ✽✺✪✱ ❛♥❞ ✭❢✮
✾✷✪ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❝❛❣❡ ✐s ♥♦✇ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡
♠♦❞❡s✳
♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ ♠❡s❤ Mp✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Kp ♠♦❞❡s M
p
k ❛♥❞ ❛
s❡t ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pγki ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ✈❡rt❡① pi ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ♠♦❞❡ Mpk ✳
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦✉r ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼P❆▼✮ ❢♦r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡
❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t✉♥❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❣✉❛r❛♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s✳
❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✐s r♦❜✉st ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s
❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱
✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❊①t❡r♥❛❧ ❋♦r❝❡s
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐①✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ ❜②
s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐①
❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤❡s✳ ❚♦
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣
❤❡✉r✐st✐❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛s
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❝❡♥t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ●r❛② ❝♦❞❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
s✐♠✐❧❛r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❋r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ K✱ ❜✉t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣
❤❡✉r✐st✐❝✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s ♠❛❦❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢❛st❡r✳
❉✉r✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ✈❡rt❡① ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt❡① ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t ❛ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s st✐❧❧ ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧♦♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❈❤❛♣t❡r ✻
❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
❈♦♥t❡♥ts
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✻✳✽ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✻✳✽✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✻✳✽✳✷ ❚r❛❞❡♦✛ ♦♥ ❢♦r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✻✳✽✳✸ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✻✳✽✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❢t❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✣♥❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✶✸✸
✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✸✺ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❡st
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝r❡❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮ ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
✐♥✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❲❡ t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
❛♥❞ st✉❞② ❤♦✇ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡
▼P❆▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✮✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ❛r❡
❛ss❡ss❡❞ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡
tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✳✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤
▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♠❡s❤ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✳✹✮✳
✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
✻✳✷ ❉❛t❛
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✸✺ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s✱ ❝♦♠✲
✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✸❉✐r❝❛❞❜✶✶ ❛♥❞ ❙▲■❱❊❘✵✼✷ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ✸❉✐r❝❛❞❜✶ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢
❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❘❈❆❉✸✱ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡ ❛❣❛✐♥st ❉✐❣❡st✐✈❡
❈❛♥❝❡r✳ ❙▲■❱❊❘✵✼ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❲♦r❦✲
s❤♦♣ ♦♥ ✸❉ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❧✐♥✐❝ t❤❛t ✇❛s ❤❡❧❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼■❈❈❆■
✷✵✵✼✹ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✳
✸❉✐r❝❛❞❜✶ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✭✐✳❡✳ ♥♦ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡✮✳ ❙▲■❱❊❘✵✼ ❝♦♥t❛✐♥s ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ❛s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛r❝❤✐♥❣
❈✉❜❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬▲♦r❡♥s❡♥ ✫ ❈❧✐♥❡ ✶✾✽✼❪ ❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❡s❤❡s
❢r♦♠ t❤❡s❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❡s❤ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤❡s ❢r♦♠ ❙▲■❱❊❘✵✼ ❞❛t❛❜❛s❡
❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆ ✐s
❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♦♥❡ ❧✐✈❡r ♠❡s❤
❢r♦♠ ✸❉✐r❝❛❞❜✶ ✐s r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦
✶✻ ♦t❤❡r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❢r♦♠ ✸❉✐r❝❛❞❜✶ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✲t♦✲♠❡s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ❝✉rr❡♥ts ❬●❧❛✉♥❡s ✷✵✵✺✱ ❱❛✐❧❧❛♥t ✫ ●❧❛✉♥❡s ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡s❤ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✻ r❡❣✐st❡r❡❞ ♠❡s❤❡s ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✮
❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇✐❝❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✭✐✳❡✳ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆ t❤❛t
✐s st❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ✐♥ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ④M⋆0✱ M
⋆
1✱ M
⋆
2✱
M⋆3⑥ ✉s✐♥❣ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥✴r❡✜♥❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹✮ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆1 ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✇✐t❤ N = 11760 ✈❡rt✐❝❡s✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆1 ✐s r❡✜♥❡❞ ♦♥❝❡ t♦ ❝r❡❛t❡ M
⋆
0 ✇✐t❤
N = 35280 ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ t✇✐❝❡ t♦ ❝r❡❛t❡M⋆2 ❛♥❞M
⋆
3 ✇✐t❤ N = 7586 ❛♥❞
N = 3856 ✈❡rt✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ④M⋆0✱M
⋆
1✱M
⋆
2✱M
⋆
3⑥ ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞
t♦ t❤❡ ✸✺ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✲t♦✲♠❡s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥s s❡r✈❡ ❛s ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛r❡
❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
✻✳✸ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥
❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs✱ ♦r ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ❜❡st r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✐✳❡✳
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✮✳ ❙✉❝❤ ❛ t❛s❦ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭✐✳❡✳
✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r❝❛❞✳❢r✴s♦❢t✇❛r❡s✴✸❉✐r❝❛❞❜✴✸❉✐r❝❛❞❜✶
✷❤tt♣✿✴✴s❧✐✈❡r✵✼✳✐s✐✳✉✉✳♥❧
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r❝❛❞✳❢r
✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✐❝❝❛✐✷✵✵✼✳♦r❣
✻✳✸✳ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✶✶✶
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❋♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆✿ ✭❛✮M⋆3 ✭N = 3856 ✈❡rt✐❝❡s✮✱ ✭❜✮
M⋆2 ✭N = 7586 ✈❡rt✐❝❡s✮✱ ✭❝✮ M
⋆
1 ✭N = 11760 ✈❡rt✐❝❡s✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮ M
⋆
0 ✭N = 35280
✈❡rt✐❝❡s✮✳
K = 2, 3, . . . , kmax✮ ❛♥❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥❞❡r ❛♥❞
♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s✳
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝✲
t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② AIC✱ AICc✱ BIC✱ FV Q ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❖✈❡r❧❛♣ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ■♥❞❡①
✭OSI✮✳ ❚❤♦✉❣❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ st❛❜❧❡
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❢❡❛t✉r❡ t✇♦ q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✐t
s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛♥❞ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r♦❜✉st ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ✭✐✳❡✳ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✮✳
❚♦ t❡st t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ♦✉r ❧✐✈❡r ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ ♣r♦✜❧❡s
♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆3 r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ✸✺ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❢r♦♠
❬✵✷✱✵✹✱✵✻✱✵✽✱✶✵✱✶✷❪ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ❬✵✷✱✵✹✱✵✻✱✵✽✱✶✵✱✶✷❪ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞ ✭✐✳❡✳ ✸✻ ♣r♦✜❧❡
❧❡♥❣t❤s✮ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s s❛♠♣❧❡❞ ❡✈❡r② ♠♠✳ ❲❡ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡
♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s K ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ Kmin ❂ ✷ t♦ Kmax ❂ ✷✵✳ ❋♦r ❡❛❝❤
K✱ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s t❤❛t ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ❡❛❝❤ K✱ t❤❡ ❊▼
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s ✭✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣❡t ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ K✮✳ AIC✱ AICc✱ BIC✱ FV Q ❛♥❞ OSI ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✮✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳✷✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ✜♥❞ t✇♦ ♠♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ ✭✐✳❡✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❛ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❡♥❝❤②♠❛ t✐ss✉❡✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ♦✉ts✐❞❡ ❧✐✈❡r ♠❡s❤
✭✐✳❡✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛✐r✱ ❜♦♥❡s ❛♥❞ s♦❢t t✐ss✉❡✮✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡
s❛♠♣❧❡ ♣r♦✜❧❡s ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ t❤✐s t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ♠♦❞❡❧ ♦r✲
❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ✜♥❞ s✐① ♠♦❞❡s ✭✐✳❡✳ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r str✉❝t✉r❡s✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡s ✭♣❛r❡♥❝❤②♠❛ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❡♥❝❤②♠❛✮ ❢❡❛t✉r❡ ❧❡ss ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛♥ ♦✉t❡r str✉❝t✉r❡s ✭❛✐r✱ ❜♦♥❡s ❛♥❞ s♦❢t
t✐ss✉❡✮✱ t❤❡ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ t❤r❡❡ ✭✐✳❡✳ ♦♥❧②
✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦✉t❡r str✉❝t✉r❡s✮✳
▼❡❛♥ ✭❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♦✈❡r t❤❡ ✸✺ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t AIC ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✾ ♠♦❞❡s
❢♦r ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❜❡✐♥❣ ❢♦r ♣r♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ ♠♠ ✐♥✇❛r❞
t♦ ✶✵ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭Kmax ❂ ✷✵✮ ❢♦✉♥❞ ❢♦r
❡✈❡r② ❞❛t❛s❡t ✭✐✳❡✳ ❙❉ ✐s ♥✉❧❧✮✳ AICc ❛♥❞ BIC ❜❡❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇✐t❤ K ❛❧✇❛②s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✶ ✭AICc✮ ❛♥❞ ✶✹ ✭BIC✮✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ❙❉ ♦♥❧② ❢r♦♠ K > 11 ✭AICc✮
❛♥❞ K > 19 ✭BIC✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊▼✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡
♥♦t s✉✐t❡❞ ❢♦r ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡
❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✱ ❛s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ FV Q ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥❞❡r✲✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣r♦✜❧❡
❧❡♥❣t❤s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ K ❂ ✷ ✭❂Kmin✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤✐s tr❡♥❞ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②
❛ ❙❉ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r K ❂ ✷✳ ❚❤♦✉❣❤ s❧✐❣❤t❧② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ✉♥❞❡r✲
✜tt✐♥❣✱ OSI s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥❞❡r ❛♥❞ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✱ ✇✐t❤
K ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷ ❜✉t ♥❡✈❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✽✳ Pr♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✽ ♠♠ ❜♦t❤
s✐❞❡s ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ K ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❛♥❞ ✹ ❛♥❞ ❛ ❙❉ ❂ ✶✳✷✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
✻✳✹ ■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❛✐❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳✹✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢❡❛t✉r❡ ❜♦t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
❛♥ ✐♥✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇❤♦s❡ ❛♣✲
♣❡❛r❛♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■❢ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞✱ ✐♥✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉t❡r str✉❝t✉r❡s✳ ■♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ♦✉t✇❛r❞ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✵ s❛♠♣❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✈❡r② ♠♠
t♦ st✉❞② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ t✐❜✐❛✳ ■♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♣r♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✷✳✺ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✷✳✺ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞ s❛♠♣❧❡❞
❡✈❡r② ✵✳✺ ♠♠ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❜♦♥❡s ❬●✐❧❧❡s ✷✵✵✼❪✳ ❋♦r
t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡rs✱ ♣r♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✾ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✻ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞
s❛♠♣❧❡❞ ❡✈❡r② ♠♠ ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳
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t✐♦♥ ✹✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❚♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦✱ t❤❡ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱ s✐♠✐❧❛r❧②
t♦ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦✜❧❡s s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤
M⋆3 ✭✐✳❡✳ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❬✵✷✱✵✹✱✵✻✱✵✽✱✶✵✱✶✷❪ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ❬✵✷✱✵✹✱✵✻✱✵✽✱✶✵✱✶✷❪ ♠♠
♦✉t✇❛r❞ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣ ♦❢ ✶ ♠♠✮✳ ❚✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st
♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ OSI ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❛s ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✮✳ ❘❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ s❡❡♥
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♦❢ ✸✺ ❧✐✈❡rs ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❋r♦♠ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤❡s ④M⋆3✱M
⋆
2✱M
⋆
1✱M
⋆
0⑥✱ ✷✵
t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡
❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❖✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❡❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐✳❡✳
❛t t❤❡ ✺t❤ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s r♦❜✉st t♦
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳
❚❤♦✉❣❤ ♣r♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✶✷ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞ ❢❡❛t✉r❡ t❤❡
✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✶✷ ♠♠
♦✉t✇❛r❞ ✭✐✳❡✳ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳
■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆3 r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ✸✺ ❧✐✈❡r
♠❡s❤❡s ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ✐s r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦❧♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ t♦ ❛♥♦t❤❡r✮✳
✻✳✺✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✶✶✼
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✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ P❧♦t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✷✵ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
♣r♦✜❧❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤❡s ④M⋆3✱M
⋆
2✱M
⋆
1✱M
⋆
0⑥✳ ❚❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡s❤M⋆ ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ✸✺ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡✿ ✭❛✮M⋆3 ✭N = 3856✮✱
✭❜✮ M⋆2 ✭N = 7586✮✱ ✭❝✮ M
⋆
1 ✭N = 11760✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮ M
⋆
0 ✭N = 35280✮✳ ◆♦t❡ ❤♦✇
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❡❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❛t t❤❡
✺t❤ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✮✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳
❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✷ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ ❝♦♠❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✈❡r② ❢❡✇ ✐♥✇❛r❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸
❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ ♣r♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ♠♠ ❛♥❞ ✶✵ ♠♠ ✐♥✇❛r❞✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
✻ ♠♠ ❛♥❞ ✶✷ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞✱ ❢❡❛t✉r❡ q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡rs ✐♥ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✱ ✐✳❡✳ ♣r♦✜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✾
♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✻ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞ s❛♠♣❧❡❞ ❡✈❡r② ♠♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❞✉r✐♥❣
❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ♣r♦✜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐✈❡r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
✻✳✻ ❇♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❲❤❡♥ t❡st✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t✇♦ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❋✐rst✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛s❡t t♦ ❡♥s✉r❡ ❛
❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ s✐♠✲
✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t
♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳
❚♦ t❡st t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ④M⋆3✱ M
⋆
2✱ M
⋆
1✱ M
⋆
0⑥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t ✭%✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t ❛❢t❡r
❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭K✮✱ ✐✳❡✳ K = (
∑P
p=1Kp)/P ✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❡st t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❜♦♦st❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪✱ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❈❛s❝❇♦♦st❪✱ ❛♥❞ t❤❡
❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t K✱ ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪ ❢❡❛t✉r❡s
t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇✐t❤ K = 5 ❢♦r ❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ st❛❜❧❡
✇✐t❤ K = 40 ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❬❈❛s❝❇♦♦st❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛ ❤✐❡r❛r✲
❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ K ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ 11 ≤ K ≤ 45✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t %✱ ❬❈❛s❝❇♦♦st✲
❍✐❡r❪ ❤❛s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇✐t❤ % = 91 ❢♦r ❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❬❈❛s❝❇♦♦st❪
❛♥❞ ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪ ✇✐t❤ % ≃ 55 ❛♥❞ % ≃ 42✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
●♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ K st❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣
❤❡✉r✐st✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t % ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪
✐s t❤❡ ✇♦rst✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❈❛s❝❇♦♦st❪ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ %✱ ❜✉t t❤✐s ✈❛❧✉❡ r❡♠❛✐♥s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳ ❆❧s♦✱ K ✐s ✉♥st❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❜♦t❤ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ K ❛♥❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t %✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s
t❤❛t t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡r✲
s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞r❛♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪ t♦ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣s✳
✻✳✼✳ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ✶✶✾
M⋆
3
M⋆
2
M⋆
1
M⋆
0
% K % K % K % K
❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪ ✹✶ ✺ ✹✶ ✺ ✹✸ ✺ ✹✸ ✺
❬❈❛s❝❇♦♦st❪ ✺✺ ✶✹ ✺✻ ✹✺ ✺✻ ✶✷ ✺✸ ✶✶
❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ✾✶ ✹✵ ✾✶ ✹✵ ✾✶ ✹✵ ✾✶ ✹✶
❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤
④M⋆3✱ M
⋆
2✱ M
⋆
1✱ M
⋆
0⑥✿ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ✭%✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t ✭K✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡
t❡st❡❞✿ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪✱ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❬❈❛s❝❇♦♦st❪✱ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪✳
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❬♠✐♥❪
M⋆
3
M⋆
2
M⋆
1
M⋆
0
❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪ ✵✳✶✷ ✭✵✳✵✸✮ ✵✳✶✼ ✭✵✳✵✺✮ ✵✳✸✺ ✭✵✳✶✵✮ ✶✳✷✺ ✭✵✳✺✵✮
❬❈❛s❝❇♦♦st❪ ✵✳✹✵ ✭✵✳✶✻✮ ✶✳✸✼ ✭✵✳✹✼✮ ✸✳✺✵ ✭✵✳✺✼✮ ✶✼✳✸ ✭✹✳✼✷✮
❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ✶✳✺✵ ✭✵✳✺✼✮ ✺✳✺✵ ✭✶✳✼✸✮ ✶✸✳✷ ✭✶✳✼✸✮ ✸✽✳✺ ✭✷✳✹✻✮
❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ▼❡❛♥ ✭❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜♦♦st❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤
④M⋆3✱M
⋆
2✱M
⋆
1✱M
⋆
0⑥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ t❡st❡❞✿ s✐♥❣❧❡
♣❛ss ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❙✐♥❣P❛ss❇♦♦st❪✱ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❈❛s❝❇♦♦st❪✱
❛♥❞ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪✳
✻✳✼ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J (Mpk ,M
q
l ) t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r
t✇♦ ♠♦❞❡s Mpk ❛♥❞ M
q
l ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❆s ✇❡ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡
❞❛t❛s❡ts✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s t♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡
❛❢t❡r t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❛❞❞ ❞❛t❛s❡ts t♦
t❤❡ ▼P❆▼ ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ J ❛❢t❡r
❜♦t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ✜♥❞✐♥❣ ✇❤❛t ♠❛② ❜❡
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r
✭✐✳❡✳ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t r❡❛❝❤✐♥❣ t❤✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r✐♦r t❤❛t
❤❛s ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❡st t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ✇✐t❤
✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ④✶✳✵✱✵✳✽✱✵✳✼✱✵✳✻✱✵✳✺⑥✱ ✇✐t❤ J = 1.0 ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♥♦ ♠♦❞❡s
❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✭✐✳❡✳ ❛❧❧ ♠♦❞❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ▼P❆▼✮✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ J ✭✐✳❡✳ ♠✐♥✐♠✉♠
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉s✐♦♥✮ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡ ▼P❆▼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ t❡st t❤❡ ❢♦✉r
✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ st✉❞② t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ r❡s✉❧ts✳
❘❡s✉❧ts ❛❢t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s
❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❡✈❡r② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.5 ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.6✳ ❚❤✐s ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡
s❡❡♠s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.7✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❡♠♣❤❛s✐s ❢♦r
❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ M⋆0✮✳
❘❡s✉❧ts ❛❢t❡r ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✮ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❡✈❡r② t❤r❡s❤♦❧❞ J ✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ♦♥❧② r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.5✳ ❆❧s♦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧♠♦st ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ J = 1.0 ❛♥❞ J = 0.8 t❤✐s t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ J = 0.7✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ♠♦❞❡s ❛r❡ r❛t❤❡r ❞✐ss✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
t❤❛t ❡♥❝♦✉r❛❣❡s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ❢❡✇ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡s t❤❡✐r ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✳
❲✐t❤ J = 0.5✱ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
✺ ❛♥❞ ✶✺ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❚❤✐s ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❢❡❛t✉r❡ ❛♥
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤♦✉❣❤✱ ❛s ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉♠♣s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ▼P❆▼ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞
♠♦❞❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ r✐❣❤t✮ ✇❛s ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ❢r♦♠ ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t ✭❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❣r❡❡♥ ♠♦❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ r✐❣❤t✮✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳
❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ J = 0.5 ❡❛s✐❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② ✺✵✪
♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡♠ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✮✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✭✐✳❡✳ ❛❢t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✮✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ✉s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❢t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞❡
❢✉s✐♦♥✱ ✐✳❡✳ J = 1.0 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✮✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s K = 183 ✭M⋆3
✇✐t❤ N = 3856 ✈❡rt✐❝❡s✮✱ K = 168 ✭M⋆2 ✇✐t❤ N = 7586 ✈❡rt✐❝❡s✮✱ K = 165 ✭M
⋆
1
✇✐t❤ N = 11760 ✈❡rt✐❝❡s✮ ❛♥❞ K = 159 ✭M⋆0 ✇✐t❤ N = 35280 ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ❆❢t❡r
❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✮✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠♦❞❡s ✐s K = 1291 ✭M⋆3✮✱ K = 1167 ✭M
⋆
2✮✱ K = 1151 ✭M
⋆
1✮ ❛♥❞ K = 1087
✭M⋆0✮✳ ❚❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤✮ ✐s ❜❡tt❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝❧✉st❡rs✳
❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❤❡❧♣s t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤ ❛♥❞ ❧❡❛❞s
t❤✉s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.5 s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛❢t❡r
❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s✐♥❝❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✶✺ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝r❡❛t❡ ♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t ♠❛② ♥♦t
❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ t❤✉s t❡st❡❞
❞✉r✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✻✳✽✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✷✶
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✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡s ✉s✐♥❣ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①✿ ✭❛✮ t✇♦ ♠♦❞❡s ✭❜❧✉❡ ❛♥❞
r❡❞✮✱ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ✭❜❧✉❡✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✮✳ ❊✈❡♥ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲r❡str✐❝t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞
♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ✭❡✳❣✳ J = 0.5✮✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s ✐♥ ✭❛✮ ❛r❡ ♥♦t ♠❡r❣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s♠❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ✐♥ ✭❜✮ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ♠♦❞❡ t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣s
❜♦t❤ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ♠♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♠♦❞❡✳
✻✳✽ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❋✐rst✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s♦❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦♥ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❋r♦♠
t❤✐s tr❛❞❡♦✛✱ ✇❡ t❡st ♦✉r r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✉s✐♥❣ ▼P❆▼ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠
✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
st❛❣❡ t♦ st✉❞② ❤♦✇ ♦✉r ▼P❆▼ ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✻✳✽✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❡♥s✉r❡ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞
❧❡ss s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡②
❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❢♦r❝❡ t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ❞❡❢♦r♠ ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣
r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋♦r ♦✉r t❡sts✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳✷✮✳
❆s ❛ ✜rst st❡♣ ❜❡❢♦r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡ ✭α = 1✱ β = 0✮ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆2 ✭N = 7586✮ r❡❣✐st❡r❡❞
t♦ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s✱ ✐✳❡✳ ❢♦✉r ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❛t M⋆2 r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭t❤❡r❡
✐s ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✮✳
❘❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η = 1✳
✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
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✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼
❛❢t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤
❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s✿ ✭❛✮ M⋆3 ✭N = 3856✮✱ ✭❜✮ M
⋆
2 ✭N = 7586✮✱ ✭❝✮ M
⋆
1 ✭N = 11760✮✱
❛♥❞ ✭❞✮ M⋆0 ✭N = 35280✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✜✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
J (Mpk ,M
l
m) ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ♠♦❞❡s M
p
k ❛♥❞ M
l
m ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿
J = 1.0 ✭❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ J = 0.8 ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t ❧✐♥❡✮✱ J = 0.7 ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱
J = 0.6 ✭♠❛❣❡♥t❛ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ J = 0.5 ✭❝②❛♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r
r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❡✈❡r② t❤r❡s❤♦❧❞ J ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.5✳
✻✳✽✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✷✸
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼
❛❢t❡r ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤
❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s✿ ✭❛✮ M⋆3 ✭N = 3856✮✱ ✭❜✮ M
⋆
2 ✭N = 7586✮✱ ✭❝✮ M
⋆
1 ✭N = 11760✮✱
❛♥❞ ✭❞✮ M⋆0 ✭N = 35280✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✜✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
J (Mpk ,M
l
m) ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ♠♦❞❡s M
p
k ❛♥❞ M
l
m ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿
J = 1.0 ✭❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ J = 0.8 ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t ❧✐♥❡✮✱ J = 0.7 ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✮✱ J = 0.6 ✭♠❛❣❡♥t❛ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ J = 0.5 ✭❝②❛♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❡✈❡r② t❤r❡s❤♦❧❞ J ❛♥❞ t❤❛t ❛ r❛t❤❡r
❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.5✳
✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✭α = 1✱ β = 0✮ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆2 ✭N = 7586✮✿ r❡s✉❧t✐♥❣
♠❡s❤❡s ✭t♦♣ r♦✇✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥s ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤
✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡s❤ ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η = 1✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③♦♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♠♦♦t❤❡❞
❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤❡s✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③♦♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦
❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s
t❡♥❞ t♦ ❞❡❢♦r♠ t❤❡ ♠❡s❤ t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡ s❤❛♣❡ ✭✐✳❡✳ ❛ s♣❤❡r❡ ❢♦r ✷✲
s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s✮✳ ❙✐♥❝❡ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③♦♥❡s ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡✱
t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✜rst r❡❣✐♦♥s t♦ ✉♥❞❡r❣♦ t❤✐s s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③♦♥❡s✱ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η ♠✉st ❜❡
❧♦❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ③♦♥❡s✳
✻✳✽✳✷ ❚r❛❞❡♦✛ ♦♥ ❢♦r❝❡s
❆❢t❡r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ♦♥ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❡①t st❡♣
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✭✐✳❡✳
✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧❡ ④α✱β⑥ ✇✐t❤ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η✮✳ ❚♦♦ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠❡s❤ ✇❤♦s❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ s❤❛♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r❡✈❡♥t ✐t t♦ ❜❡ ❛ttr❛❝t❡❞
t♦ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠❡s❤ t❤❛t
✐s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t s❛❧✐❡♥t ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳
❋♦r t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✉s❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪✳ ❚❤❡
❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ M⋆2 r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛❧❧ ❧✐✈❡r
♠❡s❤❡s ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ Kp ♠♦❞❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ ▼P❆▼ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉s✐♦♥ ✭✐✳❡✳ J ❂ ✶✳✵✮✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❜✐❛s ♦♥ r❡s✉❧ts ✭✐✳❡✳ ❤❡r❡
✇❡ ❛r❡ ❥✉st ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ α ❛♥❞ β✱ ♥♦t ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ J ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✮✳ ❲❡ s❡❣♠❡♥t ❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✻✳✽✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✷✺
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧✐✈❡r ♠❡s❤ ❛t M⋆2 r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ▼P❆▼✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❧s♦ t♦ t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦
✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼ t❤✐s t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❞❛t❛s❡t ✐s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥t❡❞ ❞❛t❛s❡ts✱ s♦ ❛
❣♦♦❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♦♥❧② ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
α ❛♥❞ β✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❢♦✉r ❧✐✈❡r
♠❡s❤❡s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✳
❖✉r ✜rst t❡st ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐✳❡✳ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ④α = 0.1✱
β = 0.1✱ η = 1⑥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ ✜rst r♦✇✮✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡s❤❡s ❢❡❛t✉r❡
❛ q✉✐t❡ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❡✈❡♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤♦❧❡s ♦♥ t❤❡✐r
s✉r❢❛❝❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❛t✱ ✇❡ ✜rst ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡s❤ r✐❣✐❞✐t② ✉s✐♥❣ η = 5 ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ s❡❝♦♥❞ r♦✇✮✳ ❚❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ✐rr❡❣✉❧❛r✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♥♦✇ s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞
r❡❣✉❧❛r✳ ❚♦ ❣❡t s♠♦♦t❤❡r ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ✇❡ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ④α = 0.3⑥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ④η = 10⑥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ t❤✐r❞ ❛♥❞
❢♦✉rt❤ r♦✇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t②
❛❢t❡r ✶✵✵ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳
④α = 0.3✱ β = 0.1✱ η = 10⑥✮ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
✻✳✽✳✸ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✐♥❞✐❝❡s ❇❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♠✉st ❜❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②
✐♥❞✐❝❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝
❖✈❡r❧❛♣ ❊rr♦r ✭❱❖❊✮ ❬✪❪✱ ❙✐❣♥❡❞ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❙❘❱❉✮ ❬✪❪✱ ❆✈❡r❛❣❡
❙②♠♠❡tr✐❝ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❆❙❙❉✮ ❬♠♠❪ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭▼❙❉✮
❬♠♠❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼■❈❈❆■ ✷✵✵✼
●r❛♥❞ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳
▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✈♦①❡❧s ❢r♦♠ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡s✉❧t ♠❡s❤ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♠❡s❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❜♦t❤✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ✈♦①❡❧s ✭✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈♦①❡❧s ✭r❡st
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✳
▲❡t S(A) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✈♦①❡❧s ❢r♦♠ A✱ ❛♥❞ d(V, S(A)) ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈♦①❡❧ V t♦ S(A) ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
d(V, S(A)) = ♠✐♥sA∈S(A) ‖ V − sA ‖ ✭✻✳✶✮
❱❖❊ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✿
❱❖❊ = 100
[
1−
(
|A ∩B|
|A ∪B|
)]
✭✻✳✷✮
✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆2 ✭N = 7586✮✿
④α = 0.1✱ β = 0.1✱ η = 1⑥ ✭✜rst r♦✇✮✱ ④α = 0.1✱ β = 0.1✱ η = 5⑥ ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮✱
④α = 0.3✱ β = 0.1✱ η = 5⑥ ✭t❤✐r❞ r♦✇✮✱ ❛♥❞ ④α = 0.3✱ β = 0.1✱ η = 10⑥ ✭❢♦✉rt❤
r♦✇✮✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ✐♥ ❜❧✉❡ ✇✐r❡❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡s❤ ✐♥ ❣r❡❡♥ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✳
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
✻✳✽✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✷✼
●✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ❱❖❊ ✐s ✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✶✵✵ ✐❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡s✉❧t ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ❛t ❛❧❧✳
❙❘❱❉ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛♥❞ ✐s ✵ ✐❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿
❙❘❱❉ = 100
(
|A| − |B|
|B|
)
✭✻✳✸✮
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ♦r t❤❛t t❤❡② ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❙❘❱❉ s❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤♦✉❣❤✱ ✐t r❡✈❡❛❧s ✐❢ ❛
♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r ♦r ✉♥❞❡r✲s❡❣♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❘❱❉ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❛s s✐❣♥❡❞ ♥✉♠❜❡rs✳
●✐✈❡♥ ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✱ ❆❙❙❉ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✈♦①❡❧s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❛♥❞ ✐s ✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿
❆❙❙❉ =
1
|S(A)|+ |S(B)|

 ∑
sA∈S(A)
d(sA, S(B)) +
∑
sB∈S(B)
d(sB, S(A))

 ✭✻✳✹✮
▼❙❙❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❬❍✉tt❡♥❧♦❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪✱ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐s ✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿
▼❙❉ = ♠❛①{♠❛①sA∈S(A)d(sA, S(B)),♠❛①sB∈S(B)d(sB, S(A))} ✭✻✳✺✮
▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ tr❛❞❡✲
♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✭✐✳❡✳ ④α = 0.3✱ β = 0.1✱ η = 10⑥✮✱ t❤❡ ❡①t❡r✲
♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦❢ ♦✉r ▼P❆▼ ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ t❡st❡❞✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ M⋆2 r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ✸✶ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s
♦❢ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ✇❡ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ✹ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❛tM⋆2 r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❤❡r❡
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✮✳
❚❤✐s t✐♠❡✱ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡s Kp ❢r♦♠ ❡✈❡r② ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
▼P❆▼ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ st✉❞②
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼ t❤✐s t✐♠❡✱ s♦ t❤❛t ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❛r❡ ❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❜✐❛s ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞✮✳ ❋✐♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s K ❢♦r t❤❡ ▼P❆▼ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✼✱ ❚❛❜❧❡ ✻✳✽ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻✳✾ ❞❡♣✐❝t t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥
✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
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✵✳✷ ✽✳✵✶ ✸✳✼✼ ✷✳✷✾ ✼✳✶✶ ✹✵✳✽✾ ✶✼✳✾✽ ✶✷✳✻✹ ✸✺✳✷✵
✵✳✶ ✼✳✽✻ ✸✳✼✼ ✷✳✷✾ ✼✳✷✾ ✹✵✳✶✻ ✶✽✳✵✵ ✶✷✳✻✷ ✸✻✳✵✽
❚❛❜❧❡ ✻✳✼✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s
④▲✵✶✱▲✵✷✱▲✵✸✱▲✵✹⑥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r ▼P❆▼ ❛♥❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✳ ▼P❆▼ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✳ ❘❡s✉❧ts
❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❆❙❙❉ ❛♥❞ ❱❖❊✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s K ❛r❡ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳ ❙♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✳
❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡
♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✳
❇❡st r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✼✮✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❧✐♥❡❛r s✐♥❝❡ t❤❡② ❣❡t ✜rst ✇♦rst ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❢r♦♠ J = 1.0 t♦ J = 0.6✱ t❤❡♥ t❤❡② ❣❡t s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ✉♥t✐❧
r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❛t J = 0.1✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❜❡st s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②
✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼P❆▼ ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r
❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 0.7✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ J ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
♠♦❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♠♦❞❡ ❢✉s✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❧❡ss ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧
s❡❛r❝❤✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❡st s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0✳
✻✳✽✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✷✾
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤
M⋆2 ✭N = 7586✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ♦✉r ▼P❆▼ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡
❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①✿ J = 1.0 ✭❣r❡❡♥✮✱ J = 0.7 ✭❜❧✉❡✮✱ J = 0.6 ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❛♥❞ J = 0.5
✭♣✐♥❦✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ J = 0.8 ❜❡❝❛✉s❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ❞♦ ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ J = 1.0 ❛♥❞ J = 0.7✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
r❡❞✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ♠❛②
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✼✳
✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
▼P❆▼ ✇✐t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❆❙❙❉ ❬♠♠❪ ❱❖❊ ❬✪❪
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✵✳✻ ✷✳✻✶ ✷✳✽✼ ✷✳✷✽ ✷✳✶✶ ✶✺✳✵✹ ✶✹✳✺✸ ✶✸✳✸✾ ✶✷✳✹✺
✵✳✺ ✷✳✹✹ ✷✳✾✸ ✷✳✼✽ ✷✳✹✺ ✶✹✳✷✾ ✶✺✳✶✺ ✶✻✳✵✻ ✶✸✳✾✼
✵✳✹ ✷✳✹✻ ✷✳✾✻ ✷✳✽✻ ✷✳✹✺ ✶✹✳✹✵ ✶✺✳✹✸ ✶✻✳✼✼ ✶✹✳✵✶
✵✳✸ ✷✳✸✾ ✷✳✾✷ ✷✳✽✺ ✷✳✸✾ ✶✸✳✾✻ ✶✺✳✺✷ ✶✻✳✼✺ ✶✸✳✾✹
✵✳✷ ✷✳✹✶ ✷✳✾✺ ✷✳✾✹ ✷✳✹✸ ✶✹✳✵✹ ✶✺✳✸✽ ✶✻✳✾✽ ✶✹✳✶✸
✵✳✶ ✷✳✹✶ ✷✳✾✺ ✷✳✾✹ ✷✳✹✵ ✶✹✳✵✽ ✶✺✳✸✽ ✶✼✳✵✶ ✶✸✳✾✽
❚❛❜❧❡ ✻✳✽✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s
④▲✵✶✱▲✵✷✱▲✵✸✱▲✵✹⑥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r ▼P❆▼ ❛♥❞ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ▼P❆▼
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✳ ❘❡✲
s✉❧ts ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❆❙❙❉ ❛♥❞ ❱❖❊✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s K
❛r❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳
P❈❆✲❜❛s❡❞ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ Pr✐♦r ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ♦✉r ▼P❆▼♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ Pr✐♦rs ✭P❈❆P✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳✺✳ ❚♦ ❤❛✈❡
❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐✳❡✳ P❈❆
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ M⋆2 r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ✸✶ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❡①t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❈❆P ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐✈❡r
✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❛t M⋆2 r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭t❤❡r❡ ✐s
st✐❧❧ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦♥ ❜♦t❤ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P✮✳
❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ✭✐✳❡✳ ④α = 0.3✱ β = 0.1✱ η = 10⑥✮✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ✶✵✵✮
❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R ❢r♦♠ ✶✳✵ t♦
✵✳✶ ✇✐t❤ R = 0.98 ❛♥❞ R = 95✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✇♦ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ P❈❆✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵ ❞❡♣✐❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✶ ❞❡♣✐❝ts s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ✉s❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✭✐✳❡✳
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ✉s❡❞✮✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭ASSD = 2.82✮ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
❝r✐t❡r✐♦♥ ✭ASSD = 3.14✮ ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡ ✭ASSD = 3.41 ❢♦r ❜♦t❤ R = 0.95 ❛♥❞ R = 0.90✮✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ R = 0.90 ✭❙❉ ❂ ✵✳✹✮ ✐s ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ R = 0.95 ✭❙❉
❂ ✵✳✾✮✳ ❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ R ❢r♦♠ R = 1.0✱ r❡s✉❧ts ❣❡t ❜❡tt❡r ❛r♦✉♥❞
R = 0.90 ❢♦r t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❧♦✇ ♠♦❞❡s
♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦✐s❡ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡ ✉♥t✐❧ R = 0.1 s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✭✐✳❡✳ ♥♦ ♦t❤❡r
♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❈❆✮✳
✻✳✽✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✸✶
▼P❆▼ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥
❆❙❙❉ ❬♠♠❪ ❱❖❊ ❬✪❪
J ▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹ ▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹
✶✳✵ ✹✳✵✸ ✶✳✼✽ ✶✳✾✸ ✷✳✷✺ ✷✷✳✺✹ ✶✶✳✻✵ ✶✶✳✻✸ ✶✹✳✵✾
✵✳✼ ✷✳✹✶ ✶✳✼✻ ✶✳✼✵ ✶✳✾✷ ✶✸✳✼✼ ✶✵✳✻✽ ✶✵✳✸✸ ✶✶✳✽✼
✵✳✻ ✷✳✻✼ ✷✳✺✾ ✸✳✼✼ ✷✳✺✺ ✶✺✳✻✹ ✶✺✳✵✹ ✷✶✳✽✾ ✶✺✳✵✶
✵✳✺ ✷✳✾✶ ✷✳✽✼ ✹✳✷✻ ✷✳✼✾ ✶✻✳✽✽ ✶✻✳✾✷ ✷✹✳✸✽ ✶✻✳✸✼
✵✳✹ ✸✳✵✽ ✷✳✽✾ ✹✳✷✾ ✷✳✽✻ ✶✼✳✼✸ ✶✼✳✶✹ ✷✹✳✻✵ ✶✻✳✼✵
✵✳✸ ✸✳✵✾ ✷✳✽✽ ✹✳✷✾ ✷✳✽✹ ✶✼✳✼✼ ✶✼✳✵✾ ✷✹✳✻✶ ✶✻✳✻✹
✵✳✷ ✸✳✵✹ ✷✳✽✾ ✹✳✸✵ ✷✳✽✻ ✶✼✳✺✻ ✶✼✳✵✽ ✷✹✳✻✸ ✶✻✳✼✶
✵✳✶ ✸✳✵✻ ✷✳✽✾ ✹✳✸✵ ✷✳✽✺ ✶✼✳✻✻ ✶✼✳✵✾ ✷✹✳✻✷ ✶✻✳✻✼
❚❛❜❧❡ ✻✳✾✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s
④▲✵✶✱▲✵✷✱▲✵✸✱▲✵✹⑥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r ▼P❆▼ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ▼P❆▼ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❬❈❛s❝❇♦♦st❍✐❡r❪ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡
❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❆❙❙❉ ❛♥❞ ❱❖❊✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s K ❛r❡ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ P❈❆P ✇✐t❤
♦✉r ▼P❆▼ ✉s✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R ❛♥❞ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ✱ ✇❡
♥♦t✐❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆t ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ ✶✳✵✮✱ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
✭P❈❆✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡s ✭▼P❆▼✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣
t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡
r❡♠♦✈❡❞ ✭P❈❆P✮ ❛♥❞ ❛s s✐♠✐❧❛r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✭▼P❆▼✮✳ ❚❤♦✉❣❤
❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ▼P❆▼ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❡✈❡r② s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦♥ ✇❤✐❝❤ R ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ✉s✐♥❣
❜♦t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0 ✭▼P❆▼✮ ❛♥❞ r❛t✐♦
♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R = 0.9 ✭P❈❆P✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡st s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ♦❢ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0 ✭▼P❆▼✮ ❛♥❞ s✉♠ ♦❢
❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭P❈❆P✮✳
❲✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ P❈❆P ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s s✐♥❝❡ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡
♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♦✉r ▼P❆▼ s✐♥❝❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡s ❝r❡❛t❡s ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤✉s t❤❡ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s t❡st❡❞✱ ♦✉r
▼P❆▼ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ P❈❆P ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧❡ss ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ♦✉r ▼P❆▼ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ∼✶✷✺✵ ♠♦❞❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ P❈❆P
❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✼✺✽✻ ♠♦❞❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ M⋆2✮✳
✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤
M⋆2 ✭N = 7586✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠
P❈❆P ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦s ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ R = 1.0 ✭❣r❡❡♥✮✱ R = 0.9 ✭❜❧✉❡✮✱ R =
0.8 ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❛♥❞R = 0.6 ✭♣✐♥❦✮✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤
M⋆2 ✭N = 7586✮✿ ▼P❆▼ ✉s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0 ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞
P❈❆P ✉s✐♥❣ r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R = 0.9 ✭❜❧✉❡✮✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞✳
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
✻✳✽✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✸✸
P❈❆P ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡
❆❙❙❉ ❬♠♠❪ ❱❖❊ ❬✪❪
R ▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹ ▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹
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✵✳✾✵ ✹✳✵✾ ✸✳✸✶ ✸✳✶✶ ✸✳✶✸ ✷✷✳✸✷ ✶✾✳✼✺ ✶✻✳✻✶ ✶✽✳✻✶
✵✳✽✵ ✹✳✵✾ ✸✳✹✼ ✸✳✼✺ ✷✳✽✺ ✷✷✳✶✻ ✷✵✳✹✵ ✶✾✳✺✽ ✶✼✳✶✾
✵✳✻✵ ✸✳✾✼ ✸✳✶✼ ✺✳✵✸ ✸✳✶✷ ✷✶✳✸✽ ✶✽✳✺✹ ✷✺✳✷✼ ✶✼✳✻✹
✵✳✹✵ ✸✳✾✻ ✸✳✷✸ ✺✳✹✽ ✸✳✶✼ ✷✶✳✸✸ ✶✾✳✵✹ ✷✼✳✶✵ ✶✼✳✼✾
✵✳✷✵ ✸✳✾✼ ✸✳✷✷ ✺✳✺✵ ✸✳✶✼ ✷✶✳✹✹ ✶✾✳✶✻ ✷✼✳✶✾ ✶✼✳✽✻
✵✳✶✵ ✸✳✾✼ ✸✳✷✷ ✺✳✺✵ ✸✳✶✼ ✷✶✳✹✹ ✶✾✳✶✻ ✷✼✳✶✾ ✶✼✳✽✻
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s
④▲✵✶✱▲✵✷✱▲✵✸✱▲✵✹⑥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ P❈❆P ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t r❛✲
t✐♦s ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❆❙❙❉ ❛♥❞ ❱❖❊✳ ❙♦♠❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✳
P❈❆P ✇✐t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥
❆❙❙❉ ❬♠♠❪ ❱❖❊ ❬✪❪
❙✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹ ▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹
❙✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✸✳✺✼ ✷✳✾✸ ✶✳✽✸ ✷✳✾✼ ✷✵✳✵✹ ✶✻✳✻✶ ✶✵✳✷✹ ✶✼✳✼✹
▲✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✸✳✺✷ ✸✳✵✷ ✸✳✷✷ ✷✳✽✶ ✶✾✳✺✹ ✶✽✳✶✹ ✶✻✳✹✹ ✶✼✳✸✽
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s
④▲✵✶✱▲✵✷✱▲✵✸✱▲✵✹⑥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ P❈❆P ✇✐t❤ ❜♦t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞
❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦s ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞
✇✐t❤ ❜♦t❤ ❆❙❙❉ ❛♥❞ ❱❖❊✳
✻✳✽✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❢t❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✣♥❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ❛♥② ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥②
str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛✈❡ ❛ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦❞② t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❧❛st st❡♣ t♦ st✉❞② ❤♦✇ ♦✉r ▼P❆▼
❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s ❛
♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ P❈❆P✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝✲
t✐♦♥✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆2 ✇❛s r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ✭✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡❣✐st❡r✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆2 t♦ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤✐s t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡❢♦r♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ r✐❣❤t✮✱ ❛s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳
❋♦r ♦✉r t❡sts✱ ✇❡ ✜rst r❡❣✐st❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆2 ♦♥ ✶✷ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ❢r♦♠ ♦✉r
✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼P❆▼ ✉s✐♥❣ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ P❈❆P
✉s✐♥❣ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s
④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆2 ✭N = 7586✮✿ ▼P❆▼ ✉s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞
♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0 ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ P❈❆P ✉s✐♥❣ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ✭❜❧✉❡✮✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵
✐t❡r❛t✐♦♥s✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M⋆2 ✭N = 7586✮ t♦✇❛r❞s ❢♦✉r ❧✐✈❡r
♠❡s❤❡s ④✭❛✮✱✭❜✮✱✭❝✮✱✭❞✮⑥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛t
♠❡s❤ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ✭❜♦tt♦♠✮ ❧❡✈❡❧✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✐s ✐♥ ❣r❡❡♥✱ t❛r❣❡t
❧✐✈❡r ♠❡s❤ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❜❧✉❡✳
✻✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✺
❞❛t❛❜❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✶✷ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ✭✐✳❡✳
✉s✐♥❣ ❛ ▲❡❛✈❡✲❖♥❡✲❖✉t ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮✱ s♦ t❤❛t ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛r❡ ❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❜✐❛s ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞✮✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ✶✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❣❛✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ▼P❆▼ ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
J = 1.0 ✭▼P❆▼✰♠❛❤❛✮✱ P❈❆P ✇✐t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭P❈❆P✰❞✐✛✮✱
P❈❆P ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭P❈❆P✰❧✐♥❡✮ ❛♥❞ P❈❆P ✇✐t❤ r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
R = 0.9 ✭P❈❆P✰♠❛❤❛✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❆❙❙❉✱ ❱❖❊✱ ▼❙❉ ❛♥❞ ❙❘❱❉
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✷✮✳ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✸✳ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✶✷ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✹✳
❘❡s✉❧ts ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❆❙❙❉✱ ❱❖❊ ❛♥❞ ▼❙❉ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ▼P❆▼ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ P❈❆P✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❙❘❱❉ s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛❧❧
♠❡t❤♦❞s s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r✲s❡❣♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r
✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ♦✉t❡r ♣❛rt✱ ✐✳❡✳ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✾
♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✻ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛r❡♥❝❤②♠❛✮
❢❡❛t✉r❡s ❛ ❧❡ss❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳ ▼P❆▼ ♥❡❡❞s s❧✐❣❤t❧②
♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛♥ P❈❆P t❤♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭✐✳❡✳ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✮✳
✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✸✺ ❧✐✈❡r ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❡st
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❘❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❛ r❛t❤❡r ❣♦♦❞
tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥❞❡r ❛♥❞ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ✭t❤♦✉❣❤ s❧✐❣❤t❧② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ✉♥❞❡r✲✜tt✐♥❣✮✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ✉♥❞❡r ❛♥❞ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥✇❛r❞
❧❡♥❣t❤ ❝❤♦s❡♥✱ ❛ ♣r♦✜❧❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✽ ❛♥❞ ✶✷ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞ ❣✐✈❡s st❛❜❧❡ ❛♥❞
s♠♦♦t❤ r❡s✉❧ts✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✷✵ t♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❡❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥❣❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s r♦✲
❜✉st t♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳
❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r t❤❡
❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❞❛t❛s❡ts t♦ t❤❡
▼P❆▼ ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞
✐♥❞❡① J ❛♥❞ ❛❢t❡r ❜♦t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ r❡s✉❧ts ❢❡❛t✉r❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❡✈❡r② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❛❢t❡r
❜♦t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ J = 0.5 s❤♦✇❡❞ t♦
❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ s✐♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ s❡❡♠s t♦
❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✶✺ ❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ ▼P❆▼✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ▼P❆▼ ❛♥❞
P❈❆P✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❜② st✉❞②✐♥❣ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ ♠❡s❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ ✐s
♣r❡s❡r✈❡❞ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③♦♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s❤r✐♥❦✐♥❣
❡✛❡❝t✳ ❆s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ♠✉st ❜❡
❧♦❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ③♦♥❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡rs ④α = 0.3✱
β = 0.1✱ η = 10⑥ ❣✐✈❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛❢t❡r ✶✵✵
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P
✉s✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦s ♦♥
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t J ❛♥❞ R ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆t ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ ✶✳✵✮✱ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✭P❈❆P✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡s ✭▼P❆▼✮
❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ❛s ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✭P❈❆P✮ ❛♥❞ ❛s s✐♠✐❧❛r ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✭▼P❆▼✮✳ ❲✐t❤ ▼P❆▼✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
J ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♠♦❞❡ ❢✉s✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦
❧❡ss ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ❇❡st s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ J = 1.0 ✭▼P❆▼✮ ❛♥❞ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭P❈❆P✮✳
❖✈❡r❛❧❧✱ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦✉r ▼P❆▼ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ P❈❆P✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ❧❡ss ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ▼P❆▼✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❛ s❧✐❣❤t ✉♥❞❡r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ♦✉t❡r ♣❛rt ✭✐✳❡✳ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡
❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✾ ♠♠ ✐♥✇❛r❞ t♦ ✻ ♠♠ ♦✉t✇❛r❞✮✳
✻✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✼
❆❙❙❉ ❬♠♠❪
▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹ ▲✵✺ ▲✵✻
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✶✳✽✹ ✸✳✷✷ ✶✳✷✹ ✹✳✽✼ ✶✳✹✷ ✸✳✸✹
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✸✳✸✽ ✷✳✺✼ ✷✳✷✶ ✺✳✶✸ ✷✳✽✸ ✼✳✻✾
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✸✳✽✼ ✹✳✺✺ ✸✳✸✻ ✹✳✺✾ ✸✳✷✸ ✽✳✷✹
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✸✳✻✹ ✷✳✾✾ ✸✳✶✼ ✺✳✷✸ ✸✳✻✷ ✻✳✼✹
▲✵✼ ▲✵✽ ▲✵✾ ▲✶✵ ▲✶✶ ▲✶✷
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✶✳✾✾ ✶✳✸✻ ✷✳✹✸ ✷✳✷✺ ✶✳✻✼ ✶✳✸✹
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✷✳✾✾ ✷✳✼✽ ✹✳✼✶ ✹✳✺✺ ✸✳✺✻ ✷✳✺✹
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✹✳✶✺ ✸✳✶✼ ✸✳✶✵ ✸✳✺✼ ✹✳✼✼ ✸✳✶✶
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✸✳✹✽ ✸✳✻✾ ✹✳✽✾ ✹✳✻✶ ✹✳✶✽ ✸✳✹✻
❱❖❊ ❬✪❪
▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹ ▲✵✺ ▲✵✻
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✶✵✳✼✺ ✶✽✳✾✸ ✾✳✷✾ ✷✹✳✷✻ ✾✳✸✸ ✶✽✳✶✸
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✶✽✳✽✽ ✶✻✳✺✷ ✶✺✳✸✷ ✷✼✳✺✽ ✶✼✳✻✽ ✸✽✳✶✺
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✷✶✳✶✻ ✷✺✳✻✸ ✷✷✳✸✶ ✷✹✳✸✽ ✷✵✳✷✷ ✸✽✳✵✺
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✷✵✳✹✺ ✶✾✳✷✵ ✷✶✳✸✶ ✷✽✳✵✵ ✷✶✳✻✹ ✸✸✳✸✻
▲✵✼ ▲✵✽ ▲✵✾ ▲✶✵ ▲✶✶ ▲✶✷
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✶✶✳✸✷ ✽✳✸✺ ✶✹✳✽✽ ✶✷✳✹✽ ✾✳✻✸ ✽✳✺✾
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✶✻✳✻✽ ✶✻✳✸✾ ✷✹✳✾✻ ✷✹✳✵✽ ✶✽✳✼✻ ✶✶✳✸✻
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✷✵✳✽✺ ✶✽✳✷✺ ✶✻✳✼✶ ✶✽✳✺✼ ✷✸✳✾✶ ✶✻✳✽✻
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✶✾✳✸✾ ✷✶✳✻✼ ✷✻✳✵✷ ✷✸✳✽✺ ✷✶✳✻✼ ✶✻✳✺✾
▼❙❉ ❬♠♠❪
▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹ ▲✵✺ ▲✵✻
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✶✹✳✷✾ ✹✸✳✼✺ ✶✽✳✽✻ ✸✸✳✷✸ ✶✻✳✷✺ ✸✷✳✼✸
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✷✽✳✾✻ ✷✶✳✷✾ ✶✾✳✻✻ ✸✾✳✽✵ ✷✸✳✵✸ ✸✺✳✷✶
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✷✽✳✸✽ ✸✼✳✺✵ ✷✶✳✽✹ ✸✺✳✶✾ ✷✼✳✸✾ ✹✼✳✼✹
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✷✻✳✾✼ ✶✽✳✶✷ ✷✵✳✺✹ ✸✹✳✹✽ ✷✸✳✺✾ ✷✾✳✽✻
▲✵✼ ▲✵✽ ▲✵✾ ▲✶✵ ▲✶✶ ▲✶✷
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✸✹✳✼✻ ✷✶✳✸✸ ✷✷✳✵✺ ✷✽✳✼✾ ✷✷✳✽✽ ✷✵✳✵✺
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✸✸✳✵✷ ✸✺✳✵✶ ✸✹✳✵✺ ✸✼✳✻✶ ✷✾✳✹✾ ✹✵✳✵✵
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✸✾✳✽✻ ✷✽✳✽✸ ✷✾✳✶✻ ✷✾✳✹✸ ✸✾✳✾✻ ✸✸✳✽✹
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✸✸✳✼✼ ✸✸✳✻✵ ✸✸✳✵✾ ✸✼✳✹✺ ✷✽✳✼✼ ✸✾✳✵✾
❙❘❱❉ ❬✪❪
▲✵✶ ▲✵✷ ▲✵✸ ▲✵✹ ▲✵✺ ▲✵✻
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✲✼✳✽✼ ✲✸✳✾✹ ✰✶✳✾✶ ✲✶✻✳✷ ✲✼✳✹✸ ✰✺✳✵✶
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✲✾✳✷✺ ✲✶✶✳✵ ✲✷✳✶✷ ✲✷✵✳✽ ✲✶✹✳✼ ✲✶✽✳✼
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✰✹✳✻✾ ✰✷✳✸✾ ✰✹✳✵✽ ✲✶✸✳✵ ✲✶✷✳✹ ✰✶✳✸✹
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✲✶✳✷✹ ✲✽✳✵✵ ✰✻✳✾✵ ✲✶✽✳✹ ✲✶✶✳✷ ✲✶✸✳✹
▲✵✼ ▲✵✽ ▲✵✾ ▲✶✵ ▲✶✶ ▲✶✷
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✲✹✳✶✻ ✲✹✳✶✵ ✲✶✷✳✵ ✲✻✳✹✻ ✲✼✳✾✻ ✲✹✳✼✹
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✲✶✸✳✵ ✲✶✷✳✶ ✰✶✽✳✸ ✰✼✳✽✶ ✰✷✳✸✽ ✲✶✳✷✸
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✲✻✳✻✶ ✲✼✳✸✵ ✲✸✳✼✸ ✰✷✳✻✺ ✰✺✳✹✾ ✰✹✳✶✹
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✲✶✶✳✶ ✲✾✳✼✻ ✰✷✵✳✾ ✰✻✳✺✾ ✰✻✳✻✶ ✰✽✳✵✸
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✶✷ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ④▲✵✶✱. . .✱▲✶✷⑥
✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤M⋆2 ✭N = 7586✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣✿ ▼P❆▼ ✇✐t❤ ♠❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡
❛♥❞ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0 ✭▼P❆▼✰♠❛❤❛✮✱ P❈❆P ✇✐t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✭P❈❆P✰❞✐✛✮✱ P❈❆P ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭P❈❆✰❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ P❈❆P ✇✐t❤ r❛t✐♦ ♦♥
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R = 0.9 ✭P❈❆P✰♠❛❤❛✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❆❙❙❉✱ ❱❖❊✱ ▼❙❉
❛♥❞ ❙❘❱❉✳
✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✐✈❡r ❉❛t❛❜❛s❡
❆❙❙❉ ❬♠♠❪ ❱❖❊ ❬✪❪ ▼❙❉ ❬♠♠❪ ❙❘❱❉ ❬✪❪
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✷✳✷✹ ✭✶✳✵✽✮ ✶✷✳✾✾ ✭✺✳✵✹✮ ✷✺✳✼✹ ✭✽✳✽✺✮ ✲✺✳✻✻ ✭✺✳✺✾✮
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✸✳✼✹ ✭✶✳✺✻✮ ✷✵✳✺✸ ✭✼✳✶✼✮ ✸✶✳✼✹ ✭✼✳✵✵✮ ✲✻✳✷✵ ✭✶✶✳✺✮
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✹✳✶✹ ✭✶✳✹✸✮ ✷✷✳✷✹ ✭✺✳✼✻✮ ✸✸✳✷✻ ✭✼✳✶✸✮ ✲✶✳✺✷ ✭✻✳✼✽✮
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✹✳✶✹ ✭✶✳✵✼✮ ✷✷✳✼✻ ✭✹✳✺✷✮ ✷✾✳✾✵ ✭✻✳✺✽✮ ✲✷✳✵✵ ✭✶✶✳✼✮
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✸✿ ▼❡❛♥ ✭❙❉✮ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✶✷ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ❛♥❞
❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❆❙❙❉✱ ❱❖❊✱ ▼❙❉ ❛♥❞ ❙❘❱❉ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✿ ▼P❆▼ ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
J = 1.0 ✭▼P❆▼✰♠❛❤❛✮✱ P❈❆P ✇✐t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭P❈❆P✰❞✐✛✮✱
P❈❆P ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭P❈❆✰❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ P❈❆P ✇✐t❤ r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R =
0.9 ✭P❈❆P✰♠❛❤❛✮✳
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❬♠✐♥❪
❬▼P❆▼✰♠❛❤❛❪ ✼✳✼✺ ✭✵✳✹✺✮
❬P❈❆P✰❞✐✛❪ ✺✳✸✸ ✭✵✳✹✾✮
❬P❈❆P✰❧✐♥❡❪ ✺✳✺✵ ✭✵✳✺✷✮
❬P❈❆P✰♠❛❤❛❪ ✻✳✻✻ ✭✵✳✹✾✮
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✹✿ ▼❡❛♥ ✭❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ✶✷ ❧✐✈❡r ✐♠❛❣❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼P❆▼ ❛♥❞ P❈❆P ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✿
▼P❆▼ ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J = 1.0 ✭▼P❆▼✰♠❛❤❛✮✱
P❈❆P ✇✐t❤ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭P❈❆P✰❞✐✛✮✱ P❈❆P ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥
✭P❈❆✰❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ P❈❆P ✇✐t❤ r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s R = 0.9 ✭P❈❆P✰♠❛❤❛✮✳
❈❤❛♣t❡r ✼
❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
❈♦♥t❡♥ts
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✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇♦r❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❍✉♠❛♥ ♣r♦❥❡❝t ✭✸❉❆❍✮✳
❚❤❡ ✜rst ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❏érô♠❡ ❙❝❤♠✐❞ ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●❡♥❡✈❛✱
❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✮ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs ❙❛♥❞❤♦❧♠ ✭❊P❋▲✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✮ ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✳ ❲❡
❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❛❝q✉✐r❡ ❞❛t❛ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✮✳
❙✐♥❝❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♣r♦♥❡ t♦ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ t❛❧❦
❛❜♦✉t ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡s❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡❢✲
❢❡❝ts✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✮ ❛♥❞
♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✺✮ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❏érô♠❡ ❙❝❤♠✐❞ ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
●❡♥❡✈❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✮ ❬❈❤✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼❘ ✐♠❛❣❡s
✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✳ ❲❡
❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✮ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ▼❘■ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s st✉❞②
✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✮✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✺✮ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s st✉❞②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✼✮✳
✼✳✷ ❙✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✼✳✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
❆❧t❤♦✉❣❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♥♦♥✲❧❡t❤❛❧✱ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ❞✐s♦r❞❡rs s✉❝❤ ❛s ❥♦✐♥t ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❤✐♣ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐s ❛r❡ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❛✐♥ ❢♦r ♣❛t✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s
✇❤② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛②
❜❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ❤❡❧♣ ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✭❡✳❣✳ ♦rt❤♦♣❡❞✐❝s✱ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱
r❡❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡r❣♦♥♦♠✐❝s✮✳
■♥ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ♠❡❞✐❝❛❧ s❝❛♥♥❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ✐♥✈❛s✐✈❡✱ ❛r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❛s
❞✐❛❣♥♦s✐s t♦♦❧s✳ ■♥ t❤❡ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✉s✲
❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ s②st❡♠ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡❤✐♥❞ ❤✉♠❛♥ ❣❛✐t
❛♥❞ ✐ts ❞✐s♦r❞❡rs✳ ▼✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❣❡♥❡r✐❝✱ ✐✳❡✳ ❜❛s❡❞ ♦♥
❞❛t❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝❛❞❛✈❡r♦✉s s♣❡❝✐♠❡♥s✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✸❉❆❍ ♣r♦❥❡❝t✱ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤♦s❡ ❣❡♥❡r✐❝
♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧s ❜② s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ str✉❝✲
t✉r❡s ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳
■♥ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞❡❧s ❜② s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐sts ✐♥
s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞❡❧s s♦ t❤❛t t❤❡② ♠❛t❝❤ ❛t ❜❡st s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t s♦♠❡
s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ✐ss✉❡ ❜✉t ❛ ♠❛❥♦r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧② ♦♥
✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✮✱
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡
❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
■♥ ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝r❡❛t❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠✉s✲
❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛✳ ❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❤❡r❡ ♠✉s❝❧❡s✱ t❡♥❞♦♥s✱ ❜♦♥❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛tt❛❝❤♠❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛✱ ❥♦✐♥t ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉s❝❧❡✲t❡♥❞♦♥s ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ s✉❜❥❡❝t✲
s♣❡❝✐✜❝ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✺✮✳
✼✳✷✳ ❙✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✹✶
✼✳✷✳✷ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❋♦r ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♠❛✐♥❧② ✐♥ ❛
♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳ ■♥ ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ❡✐❣❤t ✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡r❛s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡
♠♦t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈❡ s❦✐♥ ♠❛r❦❡rs ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ s✉❜❥❡❝ts ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❙✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠②♦❣r❛♣❤② ✭❊▼●✮ s❡♥s♦rs t♦ ❝❛♣t✉r❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ❡✐❣❤t ❧❛r❣❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ♠✉s❝❧❡s✳ ❉✉r✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡
s✉❜❥❡❝ts ✇❛❧❦❡❞ ♦♥ t✇♦ ❢♦r❝❡ ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡❞ ❣r♦✉♥❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s✳
❋♦r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❈❚ ❛♥❞ ▼❘■ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❛❧✲
✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❜♦♥❡ ❛♥❞ s♦❢t t✐ss✉❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ♣r♦t♦❝♦❧
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts✳ ❆ ♠❡❞✐❝❛❧✲❡t❤✐❝❛❧ ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♠✉st
❛♣♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡✐r ✇r✐tt❡♥ ❝♦♥s❡♥t✳ ❋♦r ❧♦✇❡r
❧✐♠❜ str✉❝t✉r❡s✱ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ♥❡❡❞s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❜♦t❤ s♦❢t ❛♥❞ ❜♦♥② t✐ss✉❡s✳
■♥ ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ✇❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✿
❆①✐❛❧ ✷❉ ❚✶ ❚✉r❜♦ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦✱ ❚❘ ❂ ✺✼✽ ♠s✱ ❚❊ ❂ ✶✽ ♠s✱ ❋❖❱ ❂ ✹✵ ❝♠✱ ❋❆ ❂
90◦✱ ♠❛tr✐① ❂ ✺✶✷①✺✶✷✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ✵✳✼✽①✵✳✼✽ ♠♠✳ ❚♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s✱
s✐① ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❍♦s♣✐t❛❧ ♦❢ ●❡♥❡✈❛ ✭❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✮
♦♥ ❛ ✶✳✺❚ ▼❘■ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❡✳❣✳ ❛ ❤✐❣❤❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✇❛s ✉s❡❞
❢♦r ❧♦♥❣ ❜♦♥❡s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧②
r❡❣✐st❡r❡❞ ❛♥❞ ♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❧❛❜s✳
✼✳✷✳✸ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❛✐❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✈♦①❡❧s✱ ♥♦✐s❡✱ ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♠❡❞✲
✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧② ♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳
❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡rs ♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ♥♦✐s❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝
✜❧t❡rs ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② s♠♦♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡
s❤❛r♣♥❡ss ✭s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ■♥t❡♥s✐t② ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝ts✱ s❡ss✐♦♥s ♦r ❡✈❡♥ s❧❛❜s✳ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❧❛❜s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r ❛♥ ❡♥t✐r❡ r❡❣✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✇❤♦❧❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s✮ ❞✉❡ t♦
t❤❡ s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❋❖❱✮ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡r✳ ❇✐❛s ✜❡❧❞✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱
♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ♦r ❛t ❧❡❛st r❡❞✉❝❡❞✱ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✳
▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr✉♣t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❛rt✐❢❛❝ts✳
❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❦❡♣t ✭✐✳❡✳ ❛s ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t②✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
❚♦ r❡♠♦✈❡ ♥♦✐s❡✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ t❤♦✉❣❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st✳
❆ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s♦ t❤❛t
♦♥❧② t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡♠❛✐♥s ❬❙✐❥❜❡rs ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s
✭◆▲✲♠❡❛♥s✮ ❬❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢
▼❘ ✐♠❛❣❡s ❬❈♦✉♣é ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈♦①❡❧ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛
✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❆♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❦♥❡❡ ✭❛✮ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛❢t❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❧t❡r✐♥❣✳
s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t✐❡♥ts ♦r s❡ss✐♦♥s✱ ✐♥t❡♥s✐t②
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ s♦ t❤❛t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
✐♠❛❣❡s✳ ❙✉❝❤ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✭❡✳❣✳ ❜✐❛s ✜❡❧❞✮ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦rr❡❝t ✐t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❱♦✈❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ▲✐❦❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✱ ❲❡✐s❡♥❢❡❧❞ ✫ ❲❛r❢t❡❧❞ ✷✵✵✹✱
❙t②♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✳
✼✳✷✳✹ ❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❚♦ ♠♦❞❡❧ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❜♦♥❡s✱ ♠✉s❝❧❡s ❛♥❞ t❡♥❞♦♥s ✐♥ ❛
✭s❡♠✐✲✮❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s❤❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❣❛t❤❡r❡❞✳
❆❢t❡r t❤❡ ▼❘■ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s ♦❢ ❛ s✉❜❥❡❝t ❛r❡ s❝❛♥♥❡❞✱
❛ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rt✳
❆❢t❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❡s❤❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ♥♦t t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♥♦t ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s st❡♣s t♦ ❢♦r❝❡ ♠❡s❤❡s t♦ ❜❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ r❡✉s❡ t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ✐♥ ✭s❡♠✐✲✮❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬❈❤✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱
❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳
▼❛♥✉❛❧ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❡s ❛♥❞ ♠✉s❝❧❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rt ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞
❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬▲♦r❡♥s❡♥ ✫ ❈❧✐♥❡ ✶✾✽✼❪ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤❡s ❛♣♣❡❛r ♥♦t t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦st❧② ❡①✲
✼✳✷✳ ❙✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✹✸
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✭❛✮ ❛♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡
✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rt ✭♥♦t❡ ❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t♦ s❡❡ ✇❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉s❝❧❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ❚❤❡♥✱ ✭❜✮ ❛ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❧❛❜❡❧s ✭❛ ❣r❛② ✈❛❧✉❡ r❛♥❣❡ ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✭❝✮ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧s ✭❝♦♥t♦✉rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❘■ s❧✐❝❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞
♠❡s❤❡s✮✳ ❇❧✉❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡❧✐♥❡❛t❡s t❤❡ t✐❜✐❛ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❝♦♥t♦✉rs ❞❡❧✐♥❡❛t❡ t❤❡
♠✉s❝❧❡s✳
♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛s❡t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r✲s❧✐❝❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡
✉❜✐q✉✐t♦✉s ❡rr♦r ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ t❛s❦✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❤✐❣❤
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❣ ❥✉♠♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
▼❘■ s❧✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭❡✳❣✳ ❞❡✈✐❝❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡
r❡str✐❝t✐♦♥s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r②
❢♦♦t♣r✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♣❡❡❞✲✉♣ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❙✐♥❝❡ ♠✉s❝❧❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❛♣♣❡❛r s♦✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ✉s❡ ❝♦♥s✐sts ✜rst ✐♥ r❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡
❛♣♣❧② ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s s♦ t❤❛t t❤❡✐r r✐❣✐❞✐t② ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✉s❡❞ ❢♦r s❤❛♣❡ r❡❝♦✈❡r② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳✷✮✳
❚❡♥❞♦♥s ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠✉s❝❧❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ ♠❛♥✉❛❧❧②✱ t❡♥❞♦♥s ❛r❡ ❡❛s✲
✐❡r t♦ ❞❡t❡❝t ✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❡♥❞♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ ✐♠✲
❛❣❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ❛s ❞❛r❦ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠✉s❝❧❡ t✐ss✉❡✳ ❆♥ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② r✐❞❣❡ tr❛❝✐♥❣ ❬❆②❧✇❛r❞ ✫ ❇✉❧❧✐tt ✷✵✵✷✱
P♦❝❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ✐s ✜rst ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❡♥❞♦♥s
❛r❡ r♦✉❣❤❧② t✉❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❧❡❣ t❡♥❞♦♥s✳ ❚❤❡s❡
tr❛❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✉s❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s s❡❣♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❧② ♦r ❡♥t✐r❡❧② t❡♥❞♦♥s ❜❡✲
❝❛✉s❡ ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② str♦♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ✭❡✳❣✳ ♥♦✐s❡✱
❛❞❥❛❝❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝t✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❡♥❞♦♥s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
❢♦❧❧♦✇ t❤r♦✉❣❤ s❧✐❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ t❡♥❞♦♥s ❛r❡ s♦ ❝❧♦s❡ t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡♠
✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❚❤r❡❡ ✈✐❡✇s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❡♥❞♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t r❡❣✐♦♥✳
✇✐t❤♦✉t s♦♠❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♠✐ss✐♥❣ ❝❡♥✲
t❡r❧✐♥❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❡♥❞♦♥s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♦r ♠❛♥✉❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❡♥❞♦♥s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✮✳
❆tt❛❝❤♠❡♥ts ❆♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❦✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛♥❛t♦♠✲
✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❡♥❞♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❜♦♥❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❡♥❞♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❡♥❞♦♥ t✐ss✉❡s s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤
❜♦♥❡ t✐ss✉❡s✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②✱ ♠❡s❤❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❝❦
t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠❛② ❜❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❛❢t❡r t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛♥✉❛❧❧② ♣❧❛❝✐♥❣ s♣❧✐♥❡s t♦
❞❡✜♥❡ ❛tt❛❝❤♠❡♥t r❡❣✐♦♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●✐❧❧❡s ✷✵✵✼❪✳ ▼❡s❤❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡❢♦r♠❡❞
✉♥t✐❧ t❤❡② ❛r❡ st✉❝❦✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛tt❛❝❤♠❡♥t
r❡❣✐♦♥s✳
■♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❛❧ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❛② ❝r❡❛t❡ ♥♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s❤❡s✳ ❚♦ s♦❧✈❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ♥♦t t♦ ✉s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s ❬❆❧❡①❛ ✫ ❆❞❛♠s♦♥ ✷✵✵✹❪ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✈✐❝✐♥✐t② t♦ s✉r❢❛❝❡s ♠❛② ❜❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ✭✐✳❡✳ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐❣
✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥s✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥t❛❝t ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♠❡s❤❡s ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇❤❡♥ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s ♥♦t t♦♦ ❧♦✇ ✭s❡❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✮✳ ❚♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♣r❡❝♦♠✲
♣✉t❡❞ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❣♦❧❞❡♥ s❡❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬Pr❡ss ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷❪✳
✼✳✷✳ ❙✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✹✺
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❆①✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ▼❘ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ ♠✉s❝❧❡ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✭❛✮
❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛❢t❡r ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❛❧✳
❙❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
♠❡s❤❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s s♦❢t ❛♥❞ ❜♦♥② str✉❝t✉r❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✮✳ ❚❤❡ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡✲❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ❛s ♣r✐♦rs ✐♥ ❛ ✭s❡♠✐✲✮❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥② s✐♠✐❧❛r ❞❛t❛s❡t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s✉❜✲
❥❡❝ts✳ ❖✉r s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♠♦st❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡
♠♦❞❡❧s ❬●✐❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳
✼✳✷✳✺ ▼✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ ✜rst
t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ♣❡❧✈✐s✱ ❢❡♠✉r ❛♥❞
t✐❜✐❛✮✱ ❛ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❦✐♥ ♠❛r❦❡rs✳ ❉♦✐♥❣
s♦✱ ❡❛❝❤ ❜♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t❤✐s r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s s❦✐♥ ♠❛r❦❡rs t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠✉s❝❧❡s ❛♥❞ ❥♦✐♥ts ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳
❊❛❝❤ ❥♦✐♥t ❝❡♥t❡r✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ❢♦r
t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉s❝❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❥♦✐♥t ❛♥❣❧❡✱
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ❥♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r❝❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ♠✉s❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts t❡♥❞♦♥s ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡✱ ❡❛❝❤ ♠✉s❝❧❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ ❛
s❡t ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♠✉s❝❧❡✲t❡♥❞♦♥ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ♠✉s❝❧❡✲t❡♥❞♦♥ ❛❝t✉❛t♦rs str❡t❝❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✉s❝❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳ ❛tt❛❝❤♠❡♥t r❡❣✐♦♥s✮ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ ♦r ✈✐❛ ❛ ✇r❛♣♣✐♥❣ ♣♦✐♥t✳
❲❤❡♥ ❛ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛✳ ▼♦❞❡❧s ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣✲
t✉r❡ ❞❛t❛✱ s♦ t❤❛t ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳
✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❙♦♠❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s ❛❢t❡r ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦♥❡s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♠✉s❝❧❡s ✭❞♦✇♥✮✳
✼✳✸ ❇♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts
✼✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
❇✉✐❧❞✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣r✐♦rs ❢♦r ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✐s ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t t♦♣✐❝ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ✐♥ ❜♦t❤ s❤❛♣❡ ❛♥❞
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ♥✉♠❡r♦✉s ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡✳ ❆t❧❛s✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts
♠❛② ②✐❡❧❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❚❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ✉s✐♥❣ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳
❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
st❛rts ✇✐t❤ ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❢❡✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮ ❛♥❞
❡✈♦❧✈❡s ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱
❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❤❛♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t
❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ❬❙❡✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪ ♦❢ P♦✐♥t
❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ✭P❉▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✷✵✵✹❪ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳✷✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❆❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s ✭❆❙▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪
❛♥❞ ❆❝t✐✈❡ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✭❆❆▼✮ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✷✵✵✶❪ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✼✳✸✳ ❇♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✶✹✼
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣✲
♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐ss✉❡✳ ❋✐rst✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡
t✐♠❡ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛② ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r tr❛✐♥✲
✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡rs❛t✐❧❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ▼❘■✮ t❡♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤
❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧②✱ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts ✭❡✳❣✳ ♣❛t✐❡♥t ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝t✮ ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❝♦rr✉♣t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳
❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦rs✱ ❛s t❤❡② ❜r✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss
✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
✐♠❛❣❡s ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡s✱ ✐s ❛ t❡❞✐♦✉s
t❛s❦ ❛♥❞ ✐s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❧❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠❡❞ ❜② P❈❆ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t❛s❡ts ♦❢t❡♥ s❡❡♠s
✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳ ❱❛r✐♦✉s ✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❋❊▼ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡s ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✻❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠❛✐♥❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
✐♥tr❛✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳
❚♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ t♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❬❈❤✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t✇♦ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts ❛r❡ t❡st❡❞✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❞❛t❛s❡ts ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ r❛t❤❡r ❤♦✲
♠♦❣❡♥♦✉s ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛s❡ts ❢❡❛t✉r✐♥❣
▼❘■ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❋♦r s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜♦t❤ P❈❆ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② str❛t❡❣✐❡s ❛r❡
t❡st❡❞✳ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♥❡❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts t♦ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱
✇❤✐❧❡ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❡st❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠
❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✐s r♦❜✉st
❛❣❛✐♥st t❤❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❚❤✐s str❛t✲
❡❣② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ q✉✐❝❦ r❡s✉❧ts ✐s ✈✐t❛❧✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✳
✼✳✸✳✷ ▼❘■ ❞❛t❛
✼✳✸✳✷✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❋♦r t❤✐s st✉❞②✱ s✐① ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✐① ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❥❡❝ts ✭✹ ❢❡♠❛❧❡s
❛♥❞ ✷ ♠❛❧❡s✱ ❛❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺ ❛♥❞ ✸✺✮✳ Pr♦t♦❝♦❧s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤r❡❡
s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ s❝❛♥♥❡❞ ❛t t❤❡ ❙t ▼❛r②✬s ❍♦s♣✐t❛❧✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑ ♦♥ ❛ ●❊ ▼❡❞✐❝❛❧
✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
❙✉❜❥❡❝t ❚❘✴❚❊✭♠s✮ ❋❖❱✭❝♠✮✴▼❛tr✐① ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✭♠♠✮
★✶ ✹✳✶✺✴✶✳✻✾ ✸✺✴✷✺✻①✷✺✻ ✶✳✸✼①✶✳✸✼①✺
★✷ ✹✳✶✺✴✶✳✻✾ ✸✺✴✷✺✻①✷✺✻ ✶✳✸✼①✶✳✸✼①✺
★✸ ✹✳✶✺✴✶✳✻✾ ✸✺✴✷✺✻①✷✺✻ ✶✳✸✼①✶✳✸✼①✺
★✹ ✺✳✵✻✴✷✳✷✸ ✹✸✴✷✺✻①✷✺✻ ✵✳✽✹①✵✳✽✹①✷
★✺ ✹✳✸✹✴✶✳✺✻ ✹✵✴✷✺✻①✷✺✻ ✵✳✼✽①✵✳✼✽①✷
★✻ ✺✳✵✾✴✷✳✷✷ ✹✸✴✷✺✻①✷✺✻ ✵✳✽✹①✵✳✽✹①✷
❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ▼❘■ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s❡❞ t♦ s❝❛♥ t❤❡ s✐① s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❘✱ ❚❊ ❛♥❞ ❋❖❱ st❛♥❞
❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣❡t✐t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❡❝❤♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❙♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ▼❘■ ❛rt✐❢❛❝ts✿ ✭❛✮ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✐❧ ❛rt✐❢❛❝t ♦♥ ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡
s♣♦t✱ ✭❜✮ t✐ss✉❡ s❤✐❢t ❛rt✐❢❛❝t ♦♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ s♣♦ts ✭❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t t✐ss✉❡ s❤✐❢ts✮✱
❛♥❞ ✭❝✮ s✉❜❥❡❝t ♠♦t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝t ❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❧❛❜s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❢❡♠✉r ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤✐❢t❡❞✳
❙②st❡♠s ✶✳✺❚ ▼❘■ ❞❡✈✐❝❡ ✭s✉❜❥❡❝ts ★✹✱ ★✺ ❛♥❞ ★✻✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r s✉❜❥❡❝ts ❛t
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❍♦s♣✐t❛❧ ♦❢ ●❡♥❡✈❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ♦♥ ❛ P❤✐❧✐♣s ▼❡❞✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✶✳✺❚
▼❘■ ❞❡✈✐❝❡ ✭s✉❜❥❡❝ts ★✶✱ ★✷ ❛♥❞ ★✸✮✳ ❇♦t❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ ✷✺✻①✷✺✻ ♠❛tr✐❝❡s
❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✭✐✳❡✳ ✷ ♠♠ ❛t ▲♦♥❞♦♥ ❛♥❞ ✺ ♠♠ ❛t ●❡♥❡✈❛✮✳ ❆♥
✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧✲❡t❤✐❝❛❧ ❝♦♠♠✐tt❡❡ ❛♣♣r♦✈❡❞ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞ s✉❜❥❡❝ts ❣❛✈❡ t❤❡✐r
✇r✐tt❡♥ ❝♦♥s❡♥t✳
❙♦♠❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t str♦♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❧✐❦❡ s✉❜❥❡❝t ♠♦t✐♦♥✱ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✐❧✱ s❧✐❝❡✲
t♦✲s❧✐❝❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✮✳ ❙✉❜❥❡❝t ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t
❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t s❧✐❣❤t❧②
♠♦✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦✐❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❡r②
str♦♥❣ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✐❧✳ ❙❧✐❝❡✲t♦✲
s❧✐❝❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛rt✐❢❛❝t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t s❧✐❝❡s ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛st
❧♦ss ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❛rt✐❢❛❝t ✐♥ ▼❘
✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ♣♦♦r r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦✐❧ ✉♥✐❢♦r♠✐t②✱ st❛t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳
✼✳✸✳ ❇♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✶✹✾
❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ▼❘■ s❛❣❣✐t❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s ❜❡❢♦r❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✭❜♦tt♦♠✮ ✐♥✲
t❡♥s✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❧❛❜s ✉s✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ ✐♥t❡♥s✐t②
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛t ❢♦♦t ❧❡✈❡❧✳
✼✳✸✳✷✳✷ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ ▼❘■ s❧❛❜s
❆♥ ▼❘■ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s❝❛♥ ❞✉❡ t♦
❛ ❧✐♠✐t❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❋❖❱✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❝❛♥s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s❧❛❜s✱ ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦✈❡r ✐ts ❡♥t✐r❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❧❛❜s ✐s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s✳ ❚❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
t❤❛♥❦s t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♦✈❡r❧❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
❜❡t✇❡❡♥ s❧❛❜s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ▼❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐st❡r❡❞ s❧❛❜s
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✱ t♦♣✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❤✐st♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡
♠❛② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ s❧❛❜s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❘
✐♠❛❣❡ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❧❛❜s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡
✐s ❞✐✛❡r❡♥t✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜✐❛s ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡s❡
❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
s❧❛❜s✳
❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣✉tt✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝t ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ s♦
t❤❛t ✇❤❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s❧❛❜s✱ ❛rt✐❢❛❝ts ❞♦ ♥♦t ❜✐❛s t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❧❛❜ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ✭✐✳❡✳ ❜♦♥❡s✱ ♠✉s❝❧❡s ❛♥❞
❢❛t✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r s♦ t❤❛t ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜✐❛s
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ▼❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s t♦ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡♥s✐t②
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❬❙t②♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✱ ✐✳❡✳ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ❛♥❞ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s❧❛❜s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✱ ❜♦tt♦♠✮✳
✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
✼✳✸✳✸ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ♣r✐♦rs ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞
s❤❛♣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ s❡t ♦❢ P tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s
{S1, . . . ,SP } ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s {I1, . . . , IP } ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r✐✲
♦rs✳
❊❛❝❤ s❤❛♣❡ S ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✶✾✾✾❪ ❞❡✜♥❡❞ ❜② N
✈❡rt✐❝❡s pi ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧s ni✿
S = {(x1,n1), . . . , (xN ,nN )} ✭✼✳✶✮
❚❤❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✭✐✳❡✳ ❧❛♥❞♠❛r❦s ♦♥ ❛❧❧ P tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst
♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ P❉▼✱ ✐s ❡♥s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❣✐str❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ P tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ●❡♥❡r❛❧
Pr♦❝r✉st❡s ❆♥❛❧②s✐s ✭●P❆✮ ❬●♦♦❞❛❧❧ ✶✾✾✶✱ ●♦✇❡r ✶✾✼✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧✐❣♥s t❤❡ s❡t ♦❢ P
tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s t♦ t❤❡✐r ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡❛♥ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❤❛♣❡s ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❢t❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡s t❤❛t ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ P❈❆ ❬❏♦❧❧✐✛❡ ✷✵✵✷❪✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾❪✳
✼✳✸✳✸✳✶ ❙❤❛♣❡ ♣r✐♦rs
❋♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♣r✐♦rs ✭P❈❆✮ ❛♥❞
s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② ✭❙▼❊▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳✷✳
✼✳✸✳✸✳✷ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs
❚♦ t❛❦❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s xi ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t pi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ✈❛r✐♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r✐♦r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳✹✮✳
■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
✭▼●❉✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✭▼P❆▼✮✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳✺ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s ✭P❘❖❋✮✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
P❘❖❋ ▼❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r✳ ❆t ❡❛❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
µi =
P∑
j=1
xi/P ✭✼✳✷✮
✼✳✸✳ ❇♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✶✺✶
❚❤♦✉❣❤ ❢❛st❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤✐s ♣r✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ r❛t❤❡r
♣♦♦r ♣r✐♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s
❬●✐❧❧❡s ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵✱ ❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ r♦❜✉st s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss
❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭◆❈❈✮ ❬❍♦❧❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✳
✼✳✸✳✹ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r✐♦rs
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡
t❡♠♣❧❛t❡ ❡✈♦❧✈❡s ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬●✐❧❧❡s ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵✱
❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪✳ ■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s r❡❣✉❧❛t❡ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❞r✐✈❡ ✐t t♦✇❛r❞s ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r✐♦rs ✐♥t♦ t❤✐s ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✼✳✸✳✹✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥
❉②♥❛♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐✲
❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧✉♠♣❡❞✲♠❛ss ✈❡rt❡① s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❧❛✇s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss
♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡ ✭✐✳❡✳ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
t✐♠❡✲❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✳
❆ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ✭▲❖❉✮ ♦❢
t❤❡ s❤❛♣❡s ❬●✐❧❧❡s ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✮✳ ❚❤❡ ▲❖❉ ❛r❡
t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐♥t❡r✲
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥s ❬●✐❧❧❡s ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❋♦r❝❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞
♣r✐♦rs✳
❋♦r❝❡s ❛t ♣♦✐♥t pi ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛ ❍♦♦❦❡❛♥ s♣r✐♥❣✿
fi = ε ∗ (p˜i − pi) ✭✼✳✸✮
✇❤❡r❡ p˜i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦✐♥t ❛♥❞ ε ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝ t♦
❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❢♦r❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r❝❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❤❡r❡✉♣♦♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s♦✉r❝❡✲t♦✲t❛r❣❡t
❛♣♣r♦❛❝❤✳
✼✳✸✳✹✳✷ ■♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs
P❈❆ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✳✶✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❙❙▼
❜✉✐❧t ♦♥ ❛ P❈❆✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛ ❝❧♦s❡st s❤❛♣❡ Sˆ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡
✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
❝✉rr❡♥t ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s❤❛♣❡ S ✐♥t♦ t❤❡ P❈❆ s♣❛❝❡✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❛♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs b =
b1, . . . , bR ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪✳ ❍❛r❞ ♦r s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐s❝❛r❞
✐❧❧❡❣❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡♥✱ Sˆ = {pˆ1, . . . , pˆN} ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ t❛r❣❡t s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡✲t♦✲
t❛r❣❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✿
f♣❝❛i = ε
♣❝❛(pˆi − pi) ✭✼✳✹✮
❙▼❊▼ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤❛♣❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r✐♦r✱ ❜♦t❤ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞
❝✉rr❡♥t s✐♠♣❧❡① ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♥❡✇ t❛r❣❡t ♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆ ❢♦r❝❡
f s♠❡♠i ✐s t❤❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t pi✳
✼✳✸✳✹✳✸ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs
❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ ♥✉♠❜❡r W ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s {x1i , . . . ,x
W
i }
❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ni ❛t ✈❡rt❡① pi✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦✜❧❡ x˜i ✐s
❝❤♦s❡♥✱ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s p˜i✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s t❛r❣❡t ♣r♦✜❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦
t❤❛t ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❞✐st❛♥❝❡✳
P❘❖❋ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦✜❧❡ x˜i ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐❢ ✐t ♠❛①✐✲
♠✐③❡s t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ NCC ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ µi✿
x˜i = ❛r❣♠❛① NCC(x
j
i ,µi) ✭✼✳✺✮
✇❤❡r❡ j ∈ [1,W ]✳
▼●❉ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σi ✐s ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❛ t❛r❣❡t ♣r♦✜❧❡ x˜i ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐❢ ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ dM ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❈♦♦t❡s ✫ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✸❪✿
x˜i = ❛r❣♠✐♥ dM (x
j
i ) =
m∑
l=1
b2il
λil
✭✼✳✻✮
✇❤❡r❡ j ∈ [1,W ] ❛♥❞ bi ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✶✳
✼✳✸✳ ❇♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✶✺✸
▼P❆▼ ❚❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦✜❧❡ x˜i ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t pi ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡W ♣r♦✜❧❡s
s❛♠♣❧❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t❤❛t ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ dM ✇✐t❤ ♦♥❡
♦❢ ✐ts Ki ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs✿
x˜i = ❛r❣♠✐♥ dM (x
j,k
i ) = (xi − µk)
T❞✐❛❣(1/σk,1, . . . , 1/σk,d)(xi − µk) ✭✼✳✼✮
✇❤❡r❡ j ∈ [1,W ]✱ k ∈ [1,Ki] ❛♥❞ ❞✐❛❣(1/σk,1, . . . , 1/σk,d) ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk ✭❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳
✼✳✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣
❚✇♦ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts✱ ❉✸ ❛♥❞ ❉✻ ✇✐t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤r❡❡ ❛♥❞ s✐① ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ▼❘■
❞❛t❛s❡ts ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✽ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▲❡❛✈❡✲❖♥❡✲❖✉t ✭▲❖❖✮ ❝r♦ss
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❆ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ❡❛❝❤
str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ❢❡♠✉r ❜♦♥❡✱ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ✐♥ N = 514✱ N = 2056✱
N = 8224 ❛♥❞ N = 32896 ✈❡rt✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❤✐♣ ❜♦♥❡✱ t❤❡② ❝♦♥s✐st ✐♥
N = 814✱ N = 3256✱ N = 13024 ❛♥❞ N = 52096 ✈❡rt✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✾✮✳
❚❤r❡❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭P❘❖❋✮ ✇✐t❤
◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✲
t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭▼●❉✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✭▼P❆▼✮✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ ▼●❉✱ P❈❆ t❛❦❡s ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞✉r✲
✐♥❣ ❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ▼P❆▼ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❈♦♥st❛♥t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉♣❧❡❞
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r h ❂ ✶✳✵ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✸✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣
❞❛t❛s❡ts✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ♥♦t t♦ ♠❡r❣❡ ❛♥② ♠♦❞❡ ✭✐✳❡✳ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① J ❂ ✶✳✵✮✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ t❤✐rt②✲♦♥❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❡✈❡r② ✵✳✺ ♠♠
❢r♦♠ ✶✷✳✺ ♠♠ ✐♥s✐❞❡ t♦ ✷✳✺ ♠♠ ♦✉ts✐❞❡ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❢♦r P❘❖❋ ❛♥❞
▼●❉✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❡s ✐♥ ▼❘
✐♠❛❣❡s ❬●✐❧❧❡s ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵✱ ❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪✳
❋♦r ▼P❆▼✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡❧❡✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s s❛♠♣❧❡❞
❡✈❡r② ♠♠ ❢r♦♠ ✺ ♠♠ ✐♥s✐❞❡ t♦ ✺ ♠♠ ♦✉ts✐❞❡ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤✉s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ✭✐✳❡✳ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♣r✐♦r ♦r s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r②✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛
s❤❛♣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬●✐❧❧❡s ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❉■❈❊ ♠❡❛s✉r❡ ✭❉❙❈✮ ❬❉✐❝❡ ✶✾✹✺❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✲
✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❢❡♠✉r ❛♥❞ ❤✐♣ ❜♦♥❡s ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡
str✉❝t✉r❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✮✳
❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❉■❈❊ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
★✶ ★✷ ★✸
★✹ ★✺ ★✻
❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❚❤❡ s✐① ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ▼❘ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤❡s ✭✐✳❡✳ ❤✐♣ ❜♦♥❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❢❡♠✉r ❜♦♥❡s ✐♥
❣r❡❡♥✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❞❛t❛s❡ts ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❉✸ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✇❤✐❧❡ ❛❧❧
❞❛t❛s❡ts t♦❣❡t❤❡r ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❉✻ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ r❛t❤❡r ❧✐♥❡❛r ✐s t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❉✸✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❛t❛s❡ts ♦♥ t❤❡
❜♦tt♦♠ ❢❡❛t✉r❡ ❛ q✉✐t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ❞❛t❛s❡t
★✹ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ★✻ ❛r❡ str♦♥❣❧② s✉❜❥❡❝t t♦ ▼❘■ ❛rt✐❢❛❝ts✳
✼✳✸✳ ❇♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✶✺✺
❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮ ❢♦r ❜♦t❤
❢❡♠✉r ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❤✐♣ ✭❜♦tt♦♠✮ ❜♦♥❡ ♠❡s❤❡s✳ ❋♦r ❢❡♠✉r ❜♦♥❡✱ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡ N = 514✱ N = 2056✱ N = 8224 ❛♥❞ N = 32896 ✈❡rt✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❤✐♣
❜♦♥❡✱ t❤❡ ❢♦✉r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ N = 814✱ N = 3256✱ N = 13024 ❛♥❞ N = 52096
✈❡rt✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❉✸ ▼●❉ P❘❖❋ ▼P❆▼
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P❈❆ ✼✵✳✸✼ ✽✾✳✶✹ ✽✽✳✵✽
❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ▼❡❛♥ ❉■❈❊ ♠❡❛s✉r❡ ✭✐✳❡✳ ♦♥ ❛❧❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦♥ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❞❛t❛s❡ts✮
✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ♦♥ ❜♦t❤ ❉✸ ❛♥❞ ❉✻ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts✳
❛ ♠❡❛♥ ♦♥ ✐ts ❜♦t❤ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆❧s♦✱ ♦♥❧② ❞❛t❛s❡ts ★✶✱ ★✷ ❛♥❞ ★✸ ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞✱
s✐♥❝❡ t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✮✳
✼✳✸✳✻ ❘❡s✉❧ts
❋✐rst r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❉■❈❊ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ❛❧❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦♥ ❛❧❧
s❡❣♠❡♥t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷✮✳ ❯s✐♥❣ ❉✸✱ P❘❖❋ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ✇✐t❤
❜♦t❤ ❙▼❊▼ ✭❉❙❈ ❂ ✾✶✳✾✽✮ ❛♥❞ P❈❆ ✭❉❙❈ ❂ ✽✾✳✺✶✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❝❧♦s❡❧② ❜② ▼P❆▼
✇✐t❤ P❈❆ ✭❉❙❈ ❂ ✽✾✳✹✵✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ✉s✐♥❣ ❉✻✱ P❘❖❋ ♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ ❜❡st ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❙▼❊▼ ✭❉❙❈ ❂ ✾✵✳✾✶✮ ❛♥❞ P❈❆ ✭❉❙❈ ❂ ✽✾✳✶✹✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
▼P❆▼ ✇✐t❤ P❈❆ ✭❉❙❈ ❂ ✽✽✳✵✽✮✳ ▼●❉ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ P❈❆ ❣✐✈❡s ❜② ❢❛r t❤❡ ✇♦rst
r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❉✸ ❛♥❞ ❉✻✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r ✉s❡❞✱
❙▼❊▼ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ P❈❆ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▼P❆▼✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❉✸ ❛♥❞ ❉✻✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❉✸ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts✳
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❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ▼❡❛♥ ✭❙❉✮ ♦❢ ❉■❈❊ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥t❡❞
❞❛t❛s❡ts ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ♦♥ ❉✸ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ st✉❞② ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ str✉❝✲
t✉r❡s ✭s❡❡ s♦♠❡ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✮✳ ❯s✐♥❣ ❉✸ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸✮✱ P❘❖❋ ❣✐✈❡s
t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❙▼❊▼ ❢♦r ❢❡♠✉r ❜♦♥❡ ✭❉❙❈ ❂ ✾✷✳✺✶✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r✲
❢♦r♠s ❛❧s♦ t❤❡ ❜❡st ❢♦r ❤✐♣ ❜♦♥❡ ✭❉❙❈ ❂ ✾✶✳✹✺✮✳ ❯s✐♥❣ ❉✻ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✮✱ ▼P❆▼
❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ P❈❆ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❢❡♠✉r ❜♦♥❡ ✭❉❙❈ ❂
✾✷✳✵✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❤✐♣ ❜♦♥❡✱ P❘❖❋ ✇✐t❤ ❙▼❊▼ ❣✐✈❡s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts
✭❉❙❈ ❂ ✾✵✳✵✾✮✳ ❆ ❝❧❡❛r t❡♥❞❡♥❝② s❤♦✇s t❤❛t r❡s✉❧ts ❢♦r ❢❡♠✉r ❜♦♥❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧②
❜❡tt❡r t❤❛♥ ❢♦r ❤✐♣ ❜♦♥❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r
✉s❡❞✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ♦♥ ❢❡♠✉r ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❉✻✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ✈❡r② s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦rs✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ▼P❆▼✳
❙▼❊▼ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜❡st ❢♦r ❤✐♣ ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤♦✉❣❤ ✭✇✐t❤ ❜♦t❤ ❉✸ ❛♥❞ ❉✻✮✱
❜✉t ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❡①❝❡♣t ❢♦r ▼P❆▼✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱
❉✸ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ♦♥ ❤✐♣ ❜♦♥❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r
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❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ▼❡❛♥ ✭❙❉✮ ♦❢ ❉■❈❊ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥t❡❞
❞❛t❛s❡ts ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ♦♥ ❉✻ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳
✼✳✸✳✼ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
●❡♥❡r❛t✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ❢r♦♠ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✐♥✲
✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✐s ❛ q✉✐t❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ st❛t✐st✐❝s ❛r❡
✉s✉❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❞❛t❛ ❛r❡ ❛t ❞✐s♣♦s❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s✉❧ts ♦♥ ❜♦t❤
tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts ❉✸ ❛♥❞ ❉✻ s❤♦✇ s♦♠❡ tr❡♥❞s t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ❉✸ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ s✐① ❞❛t❛s❡ts
✇✐t❤ ❉✻✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛♣♣❡❛r ❛s ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✿ ♠♦r❡ ❞❛t❛s❡ts s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ ❉✻ ❛r❡ ♠♦st❧② ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜②
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡ ❛ q✉✐t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞✱ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r ❜✉t r❛t❤❡r ✇❡❛❦❡♥s ✐t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ ❙▼❊▼ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ P❈❆✲
❜❛s❡❞ ♣r✐♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❙▼❊▼ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❤❛♣❡ t❤❛t ❞♦❡s
♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧✐❦❡ ❜♦♥❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♦❢t ♦r❣❛♥s✮
❛♥❞ t❤❛t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✱ ❙▼❊▼ ✐s ❛ q✉✐t❡ r♦❜✉st ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ P❈❆ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r✐❝❤❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
P❈❆ ❛✛❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ s❤❛♣❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛♥♥❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r②
❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❢❡rs ❛ ❜❡tt❡r r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ❧♦❝❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts✳
❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ▼●❉ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ P❈❆ ❣✐✈❡s ✈❡r②
❜❛❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❤✐♣ ❜♦♥❡ ✭❉❙❈ ❂ ✻✼✳✵✼ ✇✐t❤ ❉✸ ❛♥❞ ✹✽✳✼✼ ✇✐t❤ ❉✻✮✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✇♦rst✿ P❈❆ ❛s ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ✭✐♥
❝❛s❡ ♦❢ ❢❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✮ ❛♥❞ ▼●❉ ❛s ❛♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r✳ ❊①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ▼●❉ ❛r❡ t❤✉s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② P❘❖❋ ❛♥❞ ▼P❆▼✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❉❙❈ ❜❡t✇❡❡♥ ❉✸ ❛♥❞ ❉✻✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t
❉✻ ❝♦♥t❛✐♥s ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤♦s❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❜❛s❡❞ ♦♥ P❈❆ ❛r❡ ❛❧s♦ ✇❡❛❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❞♦♦♠❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❜❛❞ r❡s✉❧ts✳
✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲♦✇❡r ▲✐♠❜ ❙tr✉❝t✉r❡s
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ▼P❆▼✱ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦r ❢❡♠✉r ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ P❈❆ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❉✻✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡♦r② ▼P❆▼ s❤♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❧❡ss
❞❛t❛s❡ts t❤❛♥ ▼●❉ ✭✐✳❡✳ ❛ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✮✱ ▼P❆▼ s❡❡♠s t♦ ❢❡❛✲
t✉r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥♦✐s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡s✉❧ts ❢♦r ❢❡♠✉r ❜♦♥❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❢♦r ❤✐♣ ❜♦♥❡ ✭✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❉✸ ❛♥❞ ❉✻✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛t ❤✐♣ ❧❡✈❡❧✱ ❛s ❤✐♣ ❜♦♥❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ✐♠❛❣❡ t♦♣
❜♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐s✲
t❛♥❝❡✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡♥s✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ▼P❆▼ t❤❛♥ ❢♦r P❘❖❋ ❛♥❞ ▼●❉✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤
❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❡s ✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ P❘❖❋ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✭✐✳❡✳ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼●❉ ❛♥❞ ▼P❆▼✮✳ ❲❡
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❛t✳ ❋✐rst✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②
♠❛♥✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬❙❝❤♠✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❈❈ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ ❜✐❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❣✐✈❡ ❛♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ P❘❖❋✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r ✭✐✳❡✳ P❘❖❋ ❛❧s♦ ✉s❡s ◆❈❈ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ◆❈❈ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦
✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡ ✭✐✳❡✳ ◆❈❈ ✐s ❛✣♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✮✳ ❯s✐♥❣ ◆❈❈ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❤❡❧♣ P❘❖❋
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡ ✭✐✳❡✳ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❉✻✮✳
✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇♦r❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❍✉♠❛♥ ♣r♦❥❡❝t ✭✸❉❆❍✮✳
❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝
♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s t♦
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
✐s ❛str✐❞❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✱ ♥❛♠❡❧② ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●❡♥❡✈❛ ❛♥❞ ❊P❋▲✳ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡
✐s ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❤♦✉❣❤✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ r❡✲
♠❛✐♥s t♦ ❢✉❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❛
♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦t✐♦♥s ♦♥ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜❥❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①✲
❛♠✐♥❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s
❛♥❞ t❤❡✐r tr❡❛t♠❡♥ts✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
t❡①t ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ ❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❛t❛s❡ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●❡♥❡✈❛✳ ❘❡s✉❧ts t❡♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❜❡st✳ ❆s ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r✱ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② ✭❙▼❊▼✮ ❣✐✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❆s
✼✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✺✾
❛♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r✱ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭P❘❖❋✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❜❡✲
❧✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭◆❈❈✮
s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❤❡♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✱ r❡s✉❧ts t❡♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✿ P❈❆✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ✭P❈❆✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧
♣r♦✜❧❡s ✭▼P❆▼✮ ❛s ❛♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♣t✉r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❜❡tt❡r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥❧② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ♦❢ ❡♥♦✉❣❤ q✉❛❧✐t② t♦
♣r♦❞✉❝❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐♦rs✳
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✽✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✽✳✶✳✶ ▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣✲
♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r✐♦r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼P❆▼✮✱ ❢♦r t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧s ✭✐✳❡✳ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✳ ▼P❆▼ ✐s ✜rst ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ ❛♥ ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤
♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s✱ ♦r ♠♦❞❡s✱
✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ st✉❞② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳
❯♥❧✐❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ Pr✐♦rs ✭P❈❆P✮✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s r❡❣✐♦♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r
❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✭✐✳❡✳ ♦✈❡r ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤❡s✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♠❛②
❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤
s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ♥♦t ❛❝r♦ss s✉❜❥❡❝ts✳ ❆❧❧ ♠❡s❤ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠✲
♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❜❡ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t❡sts ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ▼P❆▼ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s P❈❆P ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧❡ss ♣r♦✜❧❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳
❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢r♦♠ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝ ❢❛s❤✐♦♥ ✐s ❛ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ s✉❝❤
❛s AIC ❛♥❞ BIC ❣✐✈❡ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❖❙■ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊▼ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡s ✇❤✐❧❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ t❤❡✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳
✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❙♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●r❛② ❝♦❞❡ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳ ❧❛❝❦ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢
❞✐r❡❝t❧② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤ t❤❛t t❛❦❡s
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❛tr✐①✳ ❚♦♣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❛tr✐① ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ❜② t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❝❡♥t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ●r❛② ❝♦❞❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡q✉✐r❡❞ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♥❛t✉r❡ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤
♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✮✱ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛② ❡♥❞ ✉♣
✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭❛♥❞ t❤✉s s✐♠✐❧❛r ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✐♠✐❧❛r ❝❡♥t❡rs✳
❇♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s s♦ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡s✳ ❆ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛✲
s✉r❡s✱ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✈❡rt❡① ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇❡❧❧
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✳ ■❢ ②❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❦❡♣t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡s r❡❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛② ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐❢ s♦♠❡ ♣r♦✜❧❡s
❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❤❛✈✐♥❣ ♠✐s❣✉✐❞❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡♣t ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s
❧❛st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
♠♦❞❡ s✐③❡✳
❙✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❲✐t❤✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❍✉♠❛♥ ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡
❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ♣❛rt♥❡rs ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
●❡♥❡✈❛ ❛♥❞ ❊P❋▲✳ ❆❧❧ st❡♣s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
t♦ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s st❛♥❞ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜s✳
❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡s✿
❼ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦rr❡❝t ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ▼❘■ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳
❼ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤❡s ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳
✽✳✶✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✻✸
❼ ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❣♠❡♥t t❡♥❞♦♥s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② r✐❞❣❡ tr❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ♠❛♥✉❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♠✐ss✐♥❣
❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦✐♥ts✳
❼ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❛❧✳
✽✳✶✳✷ ❖t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐✲
❝❡s ✐♥ t❤❡ ❊✲st❡♣✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♠❡s❤❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
♣r♦✜❧❡s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✮✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✿
❼ ❙♣❡❝tr❛❧ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❼ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
❼ ❈♦♥st❛♥t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛♥② ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs
♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐✳❡✳ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♥♦t
❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✮✳
❙♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❙✐♥❝❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭✐✳❡✳ ❡✈❡r② ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥
❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥ s♠♦♦t❤ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♠♣❛✐r t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥s✳
❚♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊▼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥❡❡❞s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
✉s❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✐♠♣❧❡① ✈❡rt✐❝❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤r❡❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
✈❛❧✉❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s♣❡❡❞s✲✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞ ❛
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐①✳ ❙❤♦✉❧❞ t✇♦ ✈❡r✲
t✐❝❡s ❜❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤✱ ✇❡ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳
✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ✐♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ❚♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ▼P❆▼✱ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ ♦♥
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡s✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡ ♠❡s❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t t♦✇❛r❞s ❛ ❜✐♥❛r②
✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛♥✉❛❧ ✐♥t❡r✲
✈❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ r❛t❤❡r ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♠❡s❤✲t♦✲♠❡s❤
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts t❤❛t ❣✐✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❆❢t❡r t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧
❞❛t❛s❡ts ✐♥t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ s✉❣❣❡st r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ t♦ ❜❡ ✜♥❡r t❤❛t t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤ ❢r♦♠ tr❛✐♥✐♥❣
❞❛t❛s❡ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛s❡ts ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱
♠❡s❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ♠❛② ❦❡❡♣ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦
♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ♦✉r ▼P❆▼✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳
❋✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✭✐✳❡✳
t✐ss✉❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② t❤❡
s❛♠❡✮ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤✉s ♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳
❚❤✐s ❢✉s✐♦♥ st❡♣ ✐s ♥♦t ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤♦✉❣❤✱ ❛s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❥✉st ❦❡❡♣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡♠ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠♦❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❤❛s
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t ❡✈❡r②
♠♦❞❡ ✐s ❛s ✉♥✐q✉❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ✐ts
♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♠♦❞❡s ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥✳
✽✳✶✳✸ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
✶✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❛♥❞ ❜♦♦❦ ❝❤❛♣t❡r
❼ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤✉♥❣✱ ❏érô♠❡ ❙❝❤♠✐❞✱ ◆❛❞✐❛ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❍❡r✈é
❉❡❧✐♥❣❡tt❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠✲
♣✉t❡r✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✼✱ ✐ss✉❡ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✹✶✲✶✺✶✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✶✳
❼ ❏érô♠❡ ❙❝❤♠✐❞✱ ❆♥❞❡rs ❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤✉♥❣✱ ❉❛♥✐❡❧ ❚❤❛❧♠❛♥♥✱
❍❡r✈é ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ❛♥❞ ◆❛❞✐❛ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥✳ ▼✉s❝✉❧♦s❦❡❧❡t❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛✳
■♥ ❘❡❝❡♥t ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✸❉ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❍✉♠❛♥✱ ♣❛❣❡s ✸✲✶✾✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✾✳
✽✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✻✺
✷✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
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▼♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ■♥t❡♥s✐t② Pr♦✜❧❡s✳ ■♥ ●✉❛♥❣✲
❩❤♦♥❣ ❨❛♥❣✱ ❉❛✈✐❞ ❍❛✇❦❡s✱ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❡❝❦❡rt✱ ❆❧✐s♦♥ ◆♦❜❧❡✱ ❛♥❞ ❈❤r✐s
❚❛②❧♦r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ▼■❈❈❆■ ✷✵✵✾ ✲ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ P❛rt ■■✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✼✻✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
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❙✉❜❥❡❝t✲❙♣❡❝✐✜❝ ▲✐❣❛♠❡♥t ▼♦❞❡❧s✿ ❚♦✇❛r❞s ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❑♥❡❡ ❏♦✐♥t✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r ▼❡❞✐❝✐♥❡ ■❱
❲♦r❦s❤♦♣ ✷✵✵✾✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳
✸✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
❼ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤✉♥❣✱ ❏érô♠❡ ❙❝❤♠✐❞✱ ❖❧✐✈✐❡r ❈❧❛t③✱ ◆❛❞✐❛ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧✲
♠❛♥♥ ❛♥❞ ❍❡r✈é ❉❡❧✐♥❣❡tt❡✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐✲
q✉❡s ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs✳ ■♥ ❖❘❆❙■❙✬✵✾✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾✳
✽✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼P❆▼ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ r♦❜✉st s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❖✉r ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ▼P❆▼ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ P❈❆✲❜❛s❡❞ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✭P❈❆P✮ ✉s✲
✐♥❣ ♦♥❧② ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ♦✉r t❡sts ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✇❡r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ✭✐✳❡✳ s❤❛♣❡ ♠❡♠♦r② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡①
♠❡s❤❡s✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t❡st ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ▼P❆▼ ✇❤❡♥
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ r♦❜✉st s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❤❛♣❡ ❜❛s❡❞
♦♥ P❈❆ ❬❍❡✐♠❛♥♥ ✷✵✵✾✱ ❙❝❤♠✐❞ ✫ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥ ✷✵✵✽❪✳
■♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❚❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥✲
✇❛r❞✴♦✉t✇❛r❞ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
✜♥❞ ❜❡tt❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❦❡❡♣
❛ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣ ♦❢ ✶ ♠♠✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤✐s st❡♣ ♠❛② ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❙✐♥❝❡ ❛♣✲
♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡r ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
str✉❝t✉r❡s✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r❡s❡❡♥✳ ❆❧s♦✱
♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ t♦ ❜❡ t❡st❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦✜❧❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦✜❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♣❡r
s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❢❡❛t✉r❡s ♦r t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s✳
❙♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
❜♦t❤ t❤❡ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢♦r ❊▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐① ✭❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮ ❣✐✈❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✱
✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❧♦❝❛❧ ❛t
❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t♦ s♣❛t✐❛❧❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✭✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡
♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳ ❚❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛② ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ✈❡rt❡① ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
s♣❡❝✐✜❝ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✴❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭❢♦r ◆❊▼ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳ ❋♦r ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱
s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ r❛t✐♦ ✐♠❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t②✳ ❋♦r s♣❡❝tr❛❧ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✱ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞ ❬❇❛❧❝❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳
●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤
▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ✭▼❘❋✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♣❛t✐❛❧
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❋✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ❚❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❛✐♠s ❛t r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❆▼✳ ❚❤♦✉❣❤ ♠♦❞❡s ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠❡r❣❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♥♦♥✲r❡str✐❝t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡
❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧❡ss ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
♠♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡❞
❜② ♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡❤♦✇ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♦t❤❡r ❢✉s✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r❡s❡❡♥ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①✳ ■♥
❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✿ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣✴✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ♥♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ▼P❆▼✳
❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ t❡st ♦✉r r❡❣✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦♥ ❧✐✈❡rs ❢r♦♠ ❈❚ ✐♠❛❣❡s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ❧✐✈❡r ❞❛t❛s❡ts ♦♥
■♥t❡r♥❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s
❢r♦♠ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦st❛t❡✱ s♣❧❡❡♥✱ ❦✐❞♥❡② ❛♥❞ ❧✉♥❣s✳ ❋r♦♠ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t t❤♦r♦✉❣❤❧② t❡st❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜
str✉❝t✉r❡s ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✮✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤
❞❛t❛s❡ts ❛t ❞✐s♣♦s❛❧✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❢♦r
t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ❧✐♠❜ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡s t❤♦✉❣❤✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱
t❡st✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ♦t❤❡r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✇♦✉❧❞
❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
▲✐st ♦❢ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s
❆❆▼ ❆❝t✐✈❡ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
❆■❈ ❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥
❆■❈❝ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❆■❈
❆❙▼ ❆❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s
❆❙❙❉ ❆✈❡r❛❣❡ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡
❇■❈ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥
❈❚ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤②
❊▼ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
❋❈▼ ❋✉③③② ❈✲▼❡❛♥s
❋❋❉ ❋r❡❡ ❋♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
❋▲❆■❘ ❋❧✉✐❞ ❆tt❡♥✉❛t❡❞ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❘❡❝♦✈❡r②
❋❖❱ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇
❋❱◗ ❋✉③③② ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①
●❈❉ ●❧♦❜❛❧❧② ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
●▼▼ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧
●P❆ ●❡♥❡r❛❧ Pr♦❝r✉st❡s ❆♥❛❧②s✐s
▲❖❉ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧
▼P❆▼ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ Pr✐♦r ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧
▼❘❋ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s
▼❘■ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣
▼❙❉ ▼❛①✐♠✉♠ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡
◆❈❈ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
◆❊▼ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❊▼
❖❙■ ❖✈❡r❧❛♣ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ■♥❞❡①
P❈❆ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s
P❈❆P P❈❆✲❜❛s❡❞ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ Pr✐♦r
P❉▼ P♦✐♥t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s
❘❋ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝②
❙❆▼ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ▼♦❞❡❧s
❙❉ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❙❘❱❉ ❙✐❣♥❡❞ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡
❙❙▼ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s
❙❱❉ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❚❊ ❡❝❤♦ t✐♠❡
❚❘ r❡♣❡t✐t✐♦♥ t✐♠❡
❱❖❊ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❖✈❡r❧❛♣ ❊rr♦r

▲✐st ♦❢ ◆♦t❛t✐♦♥s
pi i✲t❤ ✈❡rt❡①
xi ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t ✈❡rt❡① pi
yi ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✈❡rt❡① pi ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤
ni ♥♦r♠❛❧ ❛t ✈❡rt❡① pi
bi ❜✐♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛t ✈❡rt❡① pi
ti t❛♥❣❡♥t ❛t ✈❡rt❡① pi
ϕi s✐♠♣❧❡① ❛♥❣❧❡ ❛t ✈❡rt❡① pi
α ✇❡✐❣❤t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
αi ♦♣t✐♠❛❧ ♦✛s❡t ❞✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛t ✈❡rt❡① pi
β ✇❡✐❣❤t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
βn t❡r♠ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
vij s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
V ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛tr✐① ✐♥ ◆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
h ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊▼ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s
η η✲t❤ ♦r❞❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✷✲s✐♠♣❧❡① ♠❡s❤❡s
J ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
R r❛t✐♦ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
N ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭✐✳❡✳ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮
d ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
K ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✭✐✳❡✳ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❧❛ss❡s✮
P ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts
Mp ♠❡s❤ ❢r♦♠ t❤❡ p✲t❤ ❞❛t❛s❡t
M⋆ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤
M⋆j j✲t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ M
⋆
Mpk k✲t❤ ♠♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ p✲t❤ ❞❛t❛s❡t
µ
k
p ♠❡❛♥ ♦❢ ♠♦❞❡ Mk ❢r♦♠ ♠❡s❤ Mp
Σkp ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠♦❞❡ Mk ❢r♦♠ ♠❡s❤ Mp
pikp ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡ Mk ❢r♦♠ ♠❡s❤ Mp
pγki ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ xi ❢r♦♠ ♠❡s❤ Mp t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♠♦❞❡ Mk

▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
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